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Introduction 


Après quelques témoignages et questions de la part d'ingénieurs qui dési- 
rent commencer une carrière dans l’éducation nationale, nous trouvons deux 
questions joker d’arithmétique, puis un extrait qui fera plaisir à tous ceux qui 
préparent l’oral du CAPES externe : il s’agit de la leçon sur les droites et les 
plans de l’espace telle qu’on peut la trouve sur mon dernier livre Oral 1 du 
CAPES Maths, Plans et approfondissements de cinq leçons de la liste 2013, 
qui vient tout juste de paraître en ce début d’année 2013 [34]. 


Dans cette leçon, je propose un plan, les développements qui vont avec, mais 
aussi tout un ensemble de questions du jury et des paragraphes d’approfon- 
dissement pour ceux qui ont le temps de s’appesantir sur ces questions. Il faut 
passer les oraux avec des acquis certains et en ayant réfléchi autant que possible 
sur beaucoup de questions pour disposer d’une culture mathématique qui ne 
pourra qu'être appréciée des jurys. Bref, entraînez-vous, approfondissez, mais 
pensez aussi à aborder suffisamment de leçons en mode plan-développement 
pour avoir plus de chance de tomber sur une leçon traitée le jour de l'oral. 


Ce magazine s’achève sur ce qui n’est plus un scoop depuis la réforme de 
la mastérisation 2010 : il y a une grosse pénurie d’enseignants, sans parler de 
scientifiques, si bien que nous, les matheux, devenons de plus en plus précieux ! 
Donc faites bien attention à vous et mettez toutes les chances de votre côté 
pour réussir vos oraux prochains. On a besoin de vous! 


Dany-Jack Mercier 
Pointe à Pitre, le 20 janvier 2013 


V[mag201213-05] v1.00 
© 2013, Dany-Jack Mercier. Tous droits réservés. 


Introduction 


Chapitre 1 


Des ingénieurs passent le 
CAPES 


Courant décembre 2012 et janvier 2013, j'ai reçu beaucoup de ques- 
tions posées par des ingénieurs en poste qui désiraient passer le 
CAPES pour enseigner en lycées et collèges. Je connais aussi Phi- 
lippe Auria qui a suivi ce parcours il y à peu d’année et se trouve 
vraiment très heureux d’enseigner en collège en Martinique, ce qui 
prouve que les changements d'orientation peuvent avoir du bon 
quand ils sont motivés. 


Il faut donc se tâter avant de choisir un chemin et avancer, avan- 
cer. On se retrouve comme un Hobbit à la croisée de plusieurs 
chemins : tous peuvent être intéressants à parcourir, mais on ne 
peut en choisir qu’un seul, et une fois choisi, avancer sur ce chemin 
en éliminant par la même les possibilités d’un retour. Bref, il faut 
réfléchir avant de se lancer, et tout le monde sait cela. 


Je voudrais ci-dessous reprendre le dialogue que j’ai eu avec Emilie, 
puis les longs échanges avec Christopher où intervient judicieuse- 
ment Philippe Auria. Ces échanges permettent de mieux cerner 
ce que représente le CAPES et comment on peut envisager de le 
préparer. Les voici. 


1.1 Lundi 14 janvier 2013, Emilie 


(...) je m'appelle Emilie, (.….) et [je suis] ingénieur en informatique depuis 1 
an et demi dans une société de services. J’ai décidé (comme beaucoup d’in- 
génieurs) de changer de voie et m'’orienter vers le métier de professeur en 
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mathématiques. Je vais donc passer mon capes en juin 2013 et réviser le pro- 
gramme tout en travaillant à côté à temps plein. Je suis très motivée par ce 
projet et il le faut car je pense que mon projet est un peu ambitieux, vu le 
temps qu’il me reste! En tout cas, j’ai acheté vos livres : 


- Fondamentaux d’algèbre & d’arithmétique 

- Fondamentaux de géométrie pour les concours (grandes écoles, CAPES, 
agrégation, ….) 

- Annales du CAPES interne de Mathématiques 2009 à 2011 


Et j'ai commencé depuis un mois à réviser mon programme de maths sup/spé. 
Je voulais vous remercier car vos livres sont très bien faits, très bien argumentés 
et les exemples sont pertinents. Je suis sûre qu’ils me seront fortement utile 
pour mener à bien cette préparation ! Merci également d’avoir mis en place ce 
site internet qui me redonne espoir quand je vois que beaucoup de candidats 
ont suivi le même chemin que moi, et ont réussi malgré tout! (...) 


Réponse de DJM - Oh oui, comme dans tous les concours il y a des réussites 
et des échecs, bien sûr, mais il ne faut pas noircir le tableau : il y a des postes et 
le jury voudra prendre les plus méritants. Et compte tenu du peu de candidats 
aux portes, les chances de réussite sont exceptionnelles ! 


Potasser et réviser tout en ayant une activité professionnelle pleine est difficile, 
mais pas impossible et dépendra de sa façon d’e voir les choses. L'idéal serait 
de transformer ces études en “jeu” comme on joue au Risk ou aux dames, et 
de prendre plaisir à s’amuser. Donc il ne faut pas se faire de mal en “séchant” 
sur des parties de problèmes ou autre, mais au contraire accepter que l’on ait 
oublié un thème et lire la solution pour se mettre au parfum. C’est le B À BA 
d’un entraînement réussi, et je ne le répèterai jamais assez... 


Bon choix de livres pour préparer l'écrit. Vous pouvez aussi rajouter plus tard 
des annales de CAPES externes et les deux livres de la collection Acquisition 
des fondamentaux pour les concours, volumes I et IV, qui offrent un entraîne- 
ment très complet en algèbre, arithmétique, polynômes et géométrie. 


Au fait, vous avez acheté trois livres donc vous avez droit à trois bonus à 
choisir sur ma page bonus. 

Je suis content que vous accrochiez dans mes livres, et aussi de placer des 
commentaires de candidats ou de lauréats qui donnent du punch pour avancer. 
On en a tous besoin : le moral est l’une des clés de la réussite, et pas la moindre. 


és 
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1.2 Jeudi 10 janvier 2013, Christopher 


Votre site [MégaMaths] est un exemple admirable de « don », d'intelligence, 
d’humilité mais aussi de ténacité et d'invitation à défendre ces valeurs. Comme 
il est rare de voir encore les mathématiques teintées d’humanisme et de bon 
sens (ce qui ne retire rien à leur élégance fondamentale). L'heure est toujours à 
l’épistémologie. mais ma requête est plus prosaïque, quoiqu’animée de réelles 
convictions. (...) 


J'ai 47 ans, un diplôme d'ingénieur "prestigieux" (ECP89), plus de 20 d’ex- 
périence dans l'ingénierie (dont 15 informatique comme patron d’une société, 
fermée fin 2008). Et depuis 4 ans, une sorte d'usure à m'inscrire dans un 
modèle cassé (je pensais au début que c'était moi, le modèle cassé). 


Bref, souhaitant revenir à une forme de travail plus porteuse de sens, en 
"bouturant" une branche initiale de mon parcours qui a dérivé (mais riche 
d'expériences et d’enseignements), j’ai décidé qu'être prof-de-maths s’impo- 
sait comme la seule solution de développement durable (le mien à minima). 


Forcément, il n’y a plus la même naïveté qu'à mes 20 ans quand j’hésitais 
(alors). Et ce n’en sera sans doute que mieux tant l’enfer est pavé de bonnes 
intentions et l’usure des enseignants notoire, hormis quelques profs de maths 
à qui je dois la réussite finale de ma carrière d'élève, surtout dans le tunnel 
chahuté du collège, et ce "coming-out" tardif; bien qu’ils n’exercent plus et 
sans doute paix à leur âme. Eternelle histoire, presque banale, des vocations 
transmises, de rares rencontres qui relancent un destin. Banale ? Peut-être plus 
tant que cela. Je l’ai perçu avec ma fille d’aujourd’hui 20 ans qui a abandonné 
une prépa HEC pour faire du design et regrette aujourd’hui les impasses faites 
sur les maths et la physique parce qu’en design, ça sert. Parce que "à l’époque, 
je ne comprenais pas à quoi cela pouvait servir". Et moi, qui n’était qu’un sou- 
tien pour elle et pas un prof, j'ai aussi failli à tout pouvoir lui faire comprendre 
là quoi ça sert". Parce que son projet n’était alors pas concret. 


Le mien l’est. À commencer par les efforts à fournir pour passer le CAPES 
même si j'ai la présomption de n'être pas largué (j'ai fait une spé M’ 5/2 avec 
obligation d’assurer certains cours aux 3/2 sous le contrôle du prof). Et je 
n'ai pas celle de m’attaquer à l’agreg tout de suite. 


J’en viens donc à ma requête, juste l’attente d’un avis "d’ancien" qui a l’expé- 
rience du système EN. Je me demande simplement s’il est réaliste de pouvoir 
conserver une activité partielle extérieure (intervenant en école d’ingé, BTS, 
IUT) car je considère qu’avoir une activité hors de l’EN est sans doute salutaire 
(je ne juge personne) et l'inverse aussi. 
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Ce projet vous paraît-il crédible, viable ? Il n’y a pas de limite d'âge théorique 
pour passer le CAPES, j'ai assez épluché le site de l’'EN. Mais peut-être n’a-t- 
on jamais vu quadra entamé du privé obtenir le CAPES ou après cela un poste 
avec le projet qui est le mien ? Question de ROI (retour sur investissement), 
pour l’EN autant que pour moi, même si ce mot peut choquer. Je sais, j’ai 
l’air de présumer à tort. 


Mais je sais aussi que les réticences sont parfois plus dans le regard et l’attitude 
des autres que dans celui/celle qui est prêt à engager un changement. J’en sais 
l'expérience du privé et pourquoi l’EN y échapperait-elle ? Et en tant que 
binational (F / GB), je le sais aussi. La perception d’un (supposé) mélange 
des genres crispe toujours un peu. 


D'ailleurs, à mon tour, "Agir en fonctionnaire" me perturbe un peu tant je n’ai 
jamais agi "en seul patron / actionnaire". Non, juste en "homme responsable". 
Vous voyez donc bien les limites qui se présentent même si, pour le coup d’avoir 
le CAPES, il suffit de "bien répondre" :-) 


De fait, je ne doute pas de ma vocation, certes reportée. Mais le choix du 
CAPES vous semble-t-il "tactiquement" pertinent ? ou plutôt viser l’ensei- 
gnement privé (CAFEP si j'ai bien compris) ? Ou faire un mega choix, donc 
renoncer soit à l’enseignement des maths en collège/lycée soit à celui en "in- 
tervenant" en supérieur. (.….) 


Réponse de DJM - (...) Moi aussi, je ne sais pas exactement où interviennent 
les maths dans le design, et ce serait intéressant d’approfondir ce sujet. On 
ne connaît chacun que peu de choses, et on aura toujours à apprendre sans se 
lasser. 


Donc pourquoi pas : vous avez le droit de décider de passer le CAPES pour 
changer de voie, et ce à n’importe quel âge, si cela vient du fond de soi. Je 
ne connais pas de limitation pour passer le concours du CAPES, les seules 
conditions étant d’avoir un master (votre diplôme d’ingénieur équivaut à un 
master, donc pas de soucis de ce côté, même s’il faut toujours bien revérifier 
cela sur le site SIAC2 par précaution), de passer un examen de langues CLE2 
et un autre d'informatique pour l’enseignement C2i2e (les idées stupides de 
nos législateurs qui pensent sans doute qu’on enseigne mieux les maths et les 
sciences si on parle une seconde langue et si l’on montre que l’on sait utiliser 
un ordinateur). 


Vous n'êtes pas le seul ingénieur à avoir eu envie de changer de métier et de 
passer le CAPES, et j'ai en ai vu passer qui étaient bien contents après leur 
titularisation comme professeurs certifiés. Avoir bossé une fois dans sa vie en 
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maths sup et spé "ancienne école" donne une facilité pour s’y remettre et 
réussir, d’après ce que j’ai pu observer. L’agrégation doit attendre, car il vaut 
mieux assurer et passer un concours plus "facile". On a tout le temps, ensuite, 
après sa titularisation, de se lancer par exemple sur des entraînements pour 
passer l’agrégation interne, en "jouant chaque jour comme si l’on faisait des 
mots croisés". C’est pour plus tard... 

Pour répondre à votre question : oui, il me semble réaliste de continuer à 
intervenir à l'extérieur. Travailler comme vacataire en école d'ingénieur, BTS, 
ou IUT est une bonne chose pour celui qui est volontaire et aussi dans son 
enseignement, puisqu'on s’ouvre sur des filières différentes, on voit autre chose. 
Pas de problème selon moi de ce côté-là. 


" (...) peut-être n’a-t-on jamais vu quadra entamé du privé obtenir le CAPES 
ou après cela un poste avec le projet qui est le mien ?" : actuellement on recrute 
en maths tous ceux qui ont le niveau car tous les postes ne sont pas pourvus. 
Il manque des étudiants après la réforme de la formations des enseignants, et 
il en manque même dans les facultés de sciences, ce qui ne va pas s’améliorer 
compte tenu des choix de programmes faits au lycée qui laissent au minimum 
perplexes. Donc je pense qu’ "on" sera heureux de vous accueillir, la seule 
condition étant de réussir ses écrits et de se stabiliser au mieux à l’oral pour 
au moins ne pas recevoir de note éliminatoire. 


À priori, les jurys sont contents de voir des candidats qui ont une connaissance 
des métiers autres que ceux de l’enseignement, et donc vous avez un atout 
certain ! 


Pour "Agir en fonctionnaire", je sais peu de choses et cette épreuve ne me 
plaît pas, mais je pense que si je devais la passer, je répondrais en "homme 
honnête et responsable" comme vous le dites. Il faudra juste acheter quelques 
livres qui donnent des connaissances sur le système éducatif, et les lire. 


Si vous êtes binational, c’est super : vous avez certainement une certification 
en langue étrangère et donc pas de CLES2 à passer. C’est tout bénéfice. Per- 
sonnellement, j’aurais tendance à considérer que le "mélange de genre" est 
bénéfique, et j'imagine ne pas être le seul à le penser. 


Vous êtes motivé, donc foncez. Le choix est tactiquement pertinent : vous avez 
envie d’enseigner et l’état a besoin d'enseignants de mathématiques, et en aura 
encore besoin pendant quelques année sans aucun doute. Et vu comment on 
embrouille maintenant les élèves de lycée avec de drôles de programmes, et 
avec de moins en moins d'heures, les heures d’aides en mathématiques et de 
leçons particulières vont sans doute exploser. Qui vivra verra. 


Je conseillerai d'opter pour le public et non pour le privé, car il y a plus de 
postes et l’assurance d’être placé quelque part. Par contre, choisir le privé 
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se comprendrait si l’on est assuré d'obtenir un poste dans un établissement 
particulier que l’on connaît déjà, et à proximité de l’endroit où l’on veut vivre. 


Ne faites pas de méga-choix : ne renoncez à rien surtout si vous êtes déjà 
vacataire dans l’enseignement supérieur. Continuez, et passer le CAPES tout 
aussi bien. J’ai vu beaucoup de collègues de collège ou de lycée venir faire des 
vacations chez nous à l'IUFM, et d’autres à l’université et à l'IUT, et tous 
semblaient contents. 


Je vous ai lu jusqu’au bout : pas de problème, je pense que c’est aussi mon 
rôle de webmestre de répondre, comme je le peux, aux questions qui me sont 
posées. J’ai choisi ce boulot :) 


Je vous souhaite une bonne journée et tout le punch nécessaire pour réussir 
votre projet dans les meilleurs délais. 


Réponse de Philippe Auria à Christopher - Dany-Jack Mercier m'a dit 
que vous souhaitiez passer le Capes de Maths. Je viens de le réussir après 20 
passés dans l’industrie comme ingénieur. Je suis très heureux de ma nouvelle 
vie, qui est différente et conforme à mes attentes notamment celle de servir. 


Le concours est très abordable pour un ingénieur. Je n’avais pas beaucoup de 
temps pour travailler, mais le peu que j'avais je l’y consacrais, les maths étant 
pour moi une passion, je me faisais en fait plaisir (surtout entre midi et deux, 
dans mon bureau avec un sandwich, j'avais l'impression d’être étudiant, où en 
courant je me récitais des problèmes des définitions des démonstrations.….). 


Cependant, au final, je n’ai pas beaucoup travaillé, enfin comme je l’aurais 
voulu. J'ai revu ce que je pensais être fondamental comme Wallis, continuité, 
anneaux, DL, et puis j'ai fait beaucoup de sujets de concours, ou plutôt j'en ai 
beaucoup lu avec les solutions, ce qui m’a remémoré beaucoup de notions et de 
façon de démontrer. De plus, j'ai remarqué que tous les sujets du Capes com- 
mencent par des questions de cours, très simples à réaliser et qui rapportent 
beaucoup de points quand on s'applique. L’an passé c'était la continuité uni- 
forme par exemple et les applications Lipschitziennes. Il me semble aussi que 
les sujets tournent souvent autour de démonstrations de résultats classiques 
(cette année les irrationalités de pi et de e, que j'avais eu de mon temps à 
PENS Saint-Cloud). 


Dans tous les cas, il faut y croire car c’est faisable et cela vaut vraiment le cout. 
Construire ses cours et les mettre en pratique avec des élèves qui ne réagissent 
pas comme on l’aurait cru nous oblige à ajuster en temps réel, comme dans 
un concours où ce qui est proposé n’était pas ce que l’on attendait. 
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De plus, les enfants m’étonnent tous les jours, comme les miens d’ailleurs, par 
leurs vivacités et leurs ingéniosités. Ils ne sont pas faciles tous les jours, mais 
ils méritent notre attention et notre affection pour les faire progresser. (...) 


1.3 Autres questions de Christopher 


Les réponses de DJM dans placées dans le texte, et celle de Philippe 
Auria tout à la fin. 


(...) va pour quelques questions plus ou moins précises. Je m'en tiens aujour- 
d’hui à la préparation mais si vous pensez qu'il y a des éléments non visibles a 
priori sur "l'après" - hormis champagne au frais et, mieux je serai classé, plus 
je peux espérer obtenir un poste près de chez moi parmi la liste des postes 
vacants :-) - je suis preneur. 


J’ai pas mal de temps en ce moment et donc, sans nécessairement passer 12h 
et +/jour comme en prépa, je me disais que 40h/semaine pendant 5 mois 
sont un investissement suffisant pour obtenir le Capes. Mais comme il est hors 
de question de ne pas l’obtenir, le maximum sans saturation sera le mieux. 
Le rendement marginal décroît plus vite à mon âge qu’il y a 25 ans, c’est 
certain :-) Bien entendu, je vais devoir investir dans pas mal de bouquins (les 
cours bien sûr) et sans doute les collections d’annales établies par DJM:-) 


Réponse de DJM : si vous alignez 40h par jour pendant 5 mois vous êtes 
quasiment certain de réussir les écrits ! 


Q1 (pour DJM aussi) : J’ai regardé rapidement les épreuves antérieures à 
2000 : plus proches de ce que j’ai connu en termes de difficulté et plus difficiles 
me semble-t-il que les récentes mais peut-être est-ce un biais de vieux con :-) 
Est-ce contre-productif de remonter trop loin car on s'éloigne de "la ligne EN" 
actuelle ? 


Réponse de DJM : ne remontez pas trop loin car les programmes ont ru- 
dement changés en 2011 et les problèmes de CAPES semblent beaucoup plus 
abordables depuis. La tendance ne devrait pas s’inverser ! Les anciens pro- 
blèmes peuvent servir d'entraînement, mais seulement après avoir “dégommé” 
les récents. Après avoir travaillés sur les récents, vous pourrez avec profit at- 
taquer les annales de CAPLP récentes et même celles de l'agrégation interne 


récentes. 


Q2 : Quelle part de prépa entre écrit et oral? J’ai l'impression que n’ayant pas 
de "colles" pour préparer l’oral, les oraux vont me demander plus de temps: 
le contenu réel des épreuves d’oraux me paraît encore flou. Les bouquins sont 
sans doute là l’investissement le plus indispensable. 
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Réponse de DJM : i! faudra utiliser beaucoup les livres du secondaire et 
de BTS, et faire feu de tout bois. Lisez déjà des leçons d’oral pour prépareer 
l’écrit, car les deux sont interconnectés, par exemple mon dernier livre Oral 1 
du CAPES mathématiques, plans et approfondissements de cinq leçons de la 
liste 2013 se lit facilement et permet de réviser des faits essentiels pour l'écrit 
et pour l'oral. Il est construit pour ça. 


Q3 : Je n’ai pas trouvé pour la prochaine session mais approximativement, 
combien y a-t-il de temps entre écrits et oraux. Le délai d'admission d’un 
an pour les étudiants de Masterl est logique mais pour vous, qu’en a-t-il été 
concrètement ? Le stage à 1/3 temps est-il un passage obligé? Y a-t-il une 
épreuve de validation du stage ? 


Réponse de DJM : compter un an d'attente, même si rien n’est sûr actuel- 
lement. Le stage sera un passage obligé je suppose, mais sans doute adapté 
pour ceux qui ont déjà le master ou un équivalent de master. 


Q4 : Il paraît opportun d’obtenir les certificats indépendamment de l’admissi- 
bilité (pas de date limite de validité des certificats apparemment) mais avant 
la titularisation. Qu’avez-vous fait ? 


Réponse de DJM : en général les autres candidats “extérieurs” attendent 
d’avoir l'écrit pour passer ces certificats. M'enfin, chacun s'organise comme il 
l’entend. 


Question pour DJM : la prochaine session d’écrits pour l’agreg externe est en 
mars 2013 donc trop court pour moi. La suivante sera sans doute dans un an 
(?). Si je veux "profiter" de mon investissement Capes pour pousser jusqu’à 
l’agreg, et que j’ai bien obtenu le Capes (modulo Q4), ce sera agreg interne ou 
externe ? Les proba de réussite sont clairement en défaveur de l’interne même 
si le programme est allégé (je ne vois pas encore bien où mais je creuserai) : 
je conjecture sûrement mais redémarrer le moteur n’est pas si simple une fois 
en poste donc autant profiter de ce qu’il est lancé et enchaîner, non ? Je sais, 
ça à l’air un peu trop fonceur et pour paraphraser l’autre c..., "si à 50 ans, tu 
n'as pas l’agreg, tu as raté ta vie" :-) mais bon, autant avoir un semblant de 
plan porteur en sachant que la réalité obligera à l’adapter. 


Réponse de DJM : compter Il faut avoir travaillé 3 ans pour avoir le droit de 
passer l'agrégation interne. Je ne sais pas si avoir été dans le privé pendant 3 
ans suffirait, il faut regarder sur le site du ministère STAC2.(...) 
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Réponses de Philippe Auria : 


Q1 - C’est vrai que les anciennes épreuves ressemblaient à celles de mes 
concours (j'ai fait agro). Les nouvelles suivent un peu la logique Dnb et bac 
avec des mini problèmes. Je conseillerais de travailler toutes les années corri- 
gées même si les problèmes sont plus longs car ils font appels à des notions 
qui sont elles toujours d’actualité. 


Ce qui est difficile c’est de rentrer dans un problème et d’avoir confiance dans 
ce que l’on est en train de faire. Plus on à confiance plus on avance dans le 
problème. Et personnellement je sens quand je suis bien dans le problème ou 
non. Les problèmes actuels sont très accessibles dans les premières question et 
me semble t il donnent plus facilement confiance . 


Q2 - Je vais faire bondir DJM, j'ai travaillé l'oral 10 jours avant de le passer. 
Je me suis bien entraîner sur l’épreuve 2 avec des corrections de copies d'élèves 
liées à un thème avec des exos à proposer au jury assez originaux. J’ ai fait une 
analyse de copies sous forme de tableau avec une partie compréhension une 
partie exécution et une dernière communication. Plus utilisation de Gegebra. 


Q3 - Il y à 4 mois entre l'écrit et l'oral. L’admission est immédiate après 
la proclamation des résultats et effective à la rentrée de septembre. Le stage 
obligatoire dure 1 an. 


Pour moi je suis à temps complet soit 18h00 avec quelques heures de pseudo 
formation par mois. Par contre il y a des regroupements des stagiaires avec 
l’Inspecteur et des profs de maths chevronnés qui eux sont super bien faits et 
hyper formateur. Il y a aussi un tuteur qui dépend bien sur de sa personnalité 
le mien est Top et je le souhaite à tous car c’est sécurisant. 


Il y à à la fin du stage une inspection suivi d’une commission de validation. Le 
principal ou le proviseur donne une note administrative lié au comportement, 
investissement 


Q4 - Oui il faut le CLES en langues et le C2i2e en informatique très facile 
à avoir en s'inscrivant dans un [UFM. En Martinique il le font passer aux 
admissibles en candidats libres il faut se renseigner dans son académie. 

Il y à un décret paru au JO qui explique les conditions pour 2102/2014 et les 


dispenses (exemple si on à eu 10/20 validé par une école ou une fac on n’a pas 
besoin de passer le CLES). 


16 CHAPITRE 1. DES INGÉNIEURS PASSENT LE CAPES 


1.4 Question de Christopher sur les logiciels 


Mardi 15 janvier 2013, Christopher pose une dernière au sujet des 
logiciels à travailler pour le CAPES 


(...) Je vous remercie chacun pour vos réponses rapides et complètes. Avec une 
mention spéciale à Philippe pour sa franchise sur les oraux :-) j'espère aussi 
avoir un tuteur "top". Avec toutes ces informations, la perspective me paraît 
vraiment plus claire et mon projet va pouvoir se concrétiser : "yapuka".…. 
potasser les maths mais c’est finalement la partie la plus simple et la plus 
plaisante. Pour ce qui est de l’agreg externe, c’est encore flou donc je vais me 
focaliser sur le Capes. 


Une dernière question, avant peut-être une prochaine mais que je n’identifie 
pas encore :-) Pour la partie Logiciels, dois-je comprendre que je peux m’en 
tenir à un seul pour l’oral (2ème épreuve concernée), GeoGebra par ex. ? 


Je n'aurai aucune difficulté à apprendre 36 nouveaux logiciels mais je partage 
plutôt l’avis que c’est juste "illustratif". Il semblerait que c’est le genre d’opi- 
nion que je devrai garder pour moi et plutôt mettre en avant les bénéfices des 
activités" (cela fait un peu jardin d’éveil :-)) (...) 


Réponse de DJM - Oui, la mode (que je récuse) est au jardin d'éveil et 
aux maths à modeler. Donc il faudra faire plaisir aux inspecteurs qui forment 
maintenant la majorité de la cohorte des examinateurs au CAPES. Il faudra 
s’accoutumer à quelques logiciels sans forcément les travailler tous, au moins 
Geogebra, le tableur, Algobox et éventuellement Python si on en éprouve le 
besoin. 


Pour l'oral, c’est clair : quand ma femme avait préparé le CAPES en étant 
maître auxiliaire, elle n’a eu que 3 jours pour réviser l’oral et est partie à Pais 
comme ça. Et elle l’a heureusement obtenu, ce concours. Elle avait un doctorat 
de maths, mais les enseignements sont quand même éloignés, et pourtant ça 
a payé. Donc la culture mathématique générale devrait jouer à l’oral, et heu- 
reusement. Philippe aussi à réussi ses oraux en les préparant peu. Mais pour 
mettre toutes les chances de son côté, je conseille toujours de commencer la 
préparation orale très tôt, et de l’articuler avec la préparation de l'écrit car 
il faut bien le dire, réfléchir sur le produit scalaire, ou l’orthogonalité dans 
l’espace, travailler les courbes de Bézier ou se rappeler comment montrer que 
les médiatrices, les médianes et les hauteurs d’un triangle concourent, c’est 
préparer à la fois l’oral et l’écrit ! 


Réponse de Philippe Auria - Pour les logiciels ce n’est pas que pour illus- 
trer. [ls permettent de faire des conjectures qu’il faut ensuite montrer aux 
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élèves. Je pense qu’il faut aussi connaître un logiciel d’algorithmes comme Al- 
gobox en plus de géométrie car il y a de l’algorithmie dans tous les programmes 
à présent. De plus par exemple dans mes cours, j'utilise un videoprojecteur 
avec geogebra pour faire les figures au tableau et aussi instrumenpoche qui 
permet de faire des animations de construction de figures avec apparition de 
compas règles rapporteur … Ce qui permet aux élèves de faire la construction 
en suivant au tableau pendant que je fait le tour des élèves aide ceux qui n’y 
arrivent pas et encourage ceux qui y arrivent. On peut arrêter la construc- 
tion revenir en arrière la ré-projeter quand ils ne s’en souviennent pas ex la 
médiatrice pour mes 4ème . Donc beaucoup d'utilisations. 


Philippe Auria à raison de dire comment l'informatique permet de simplifier 
la façon de présenter des constructions aux élèves du collège, et les exemples 
qu’il donne sont pertinents. Mais j'ai trouvé l’argumentation de Christopher 
très juste au sujet de l'emploi systématique des moyens numériques dans l’en- 
seignement. Je précise que Christopher est ingénieur et a dirigé une boîte 
d'informatique pendant de longues années, ce qui nous donne un éclairage 
différent de celui qu’on peut avoir dans l’éducation nationale : 


Réaction de Christopher - (...) Je pousserai plus loin alors sur les logiciels. 
Je comprends votre point de vue. Je ne dénie pas le côté « pratique » de 
la chose voire la possibilité de mieux montrer, d’intéresser de prime abord... 
Je reprends votre terme « montrer » car il semble que « démontrer » est 
inapproprié. 


Mais après ? On reste à la seule surface de l’image, du logiciel « magique » ? Je 
vais arriver dans ce métier d'enseignant avec mon expérience de père et de « 
patron » d’informaticiens (déve-loppeurs) et même statisticiens. J’ai constaté 
que les facilités de production-démonstration (au sens de la communication) 
des outils nuisent à la rigueur nécessaire à la compréhension : la culture du « 
ça le fait » qui, effectivement, convient dans 80% des cas. Il faut être vigilant 
à ne pas cultiver plus le biais de confirmation, le renoncement à la réflexion 
devant la puissance supposée de la machine. 


Combien d’informaticiens et même de statisticiens ont un bagage mathéma- 
tique dérisoire en ramenant leur technique à de la recette de cuisine (pas trois 
étoiles d’ailleurs). Il en faut certes pour se faciliter la vie mais encore faut-il 
en connaître les conditions d’application et les limites. 


Je conjecture que les enfants auxquels on « impose » le calcul mental, les 
tables de multiplication par cœur, etc. développent de réelles capacités d’inté- 
riorisation, de concentration donc de réflexion et pas nécessairement pour en 
faire des scientifiques. 
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Oui, apprendre demande des efforts et, sans tomber dans le culte de la « bonne 
souffrance » (une aberration), on ne retient, com-prend, maîtrise que ce pour 
quoi on s’est investi vraiment : c’est comme ça qu’on peut se permettre de 
réviser l’oral du CAPES en 10 jours, non ? 


Réponse de DJM - Dans l’enseignement des mathématiques actuellement, 
on est vraiment trop dans l’éveil et dans de pseudo-vérifications sur écrans. Je 
n'aurais pas écrit mon livre Délires et tendances dans l'éducation nationale [33] 
s’il en avait été autrement. 


Pfff, restons optimiste en imaginant que l’on finira un jour à comprendre que 
la « révolution numérique », ce n’est pas supprimer tous les raisonnements 
et détruire toute formalisation scientifique qui permet d’aller plus loin et de 
comprendre plus, mais c’est tout simplement exploiter de nouvelles possibilités 
offertes par l’automatisation des tâches. 


Donnons un exemple. Actuellement on interdit d'étudier les dénombrements 
en terminale $ pour ne pas avoir à démontrer que le nombre de parties à p élé- 
ments dans un ensemble de cardinal n est « p parmi n » et donner la for-mule 
explicite en écrivant que c’est n!/pl(n-p)!. Il est d’ailleurs aussi interdit de 
donner la définition de n ! car on considère que c’est trop théorique : en 2013 le 
produit des n premiers entiers naturels est considéré comme étant absolument 
hors de portée de tout élève de 18 ans normalement constitué. Pourquoi ? Sim- 
plement parce qu’on veut obliger l’élève à prendre sa calculatrice pour obtenir 
les valeurs exactes des coefficients binomiaux. 


C’est un gag qui ferait rire si ce n’était pas triste à en mourir pour nos enfants. 
Et pour ne plus parler d’ensembles finis et de cardinaux, on se voit obligé 
de définir le coefficient binomial « p parmi n » comme étant le nombres 
de chemins menant à p succès dans une schéma de Bernoulli comportant n 
étapes. Une définition bien plus difficile à comprendre pour nos pauvres élèves 
scientifiques de terminale, que la définition faisant intervenir des parties d’un 
ensemble ! Ainsi, à un endroit où l’on dispose d’une formule explicite simple à 
retenir et à démontrer, et où parler de dénombrement de parties d’un ensemble 
apporte beaucoup plus au niveau théorique que de parler de lois binomiales, 
on s’oblige à adopter une présentation tordue pour justifier l’emploi d’une 
calculatrice et d’un ordinateur. C’est risible et triste à la fois. 


Ce sera à l’enseignant de tenter de faire des contorsions pour arriver à un ré- 
sultat qui ne « détruise pas trop l’entendement des petits ». Un gros boulot en 
perspective, et une perte de sens dont l’élève mettra des années à se remettre. 
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On ne va pas à l’école pour apprendre les mathématiques en regardant des 
films sur vidéoprojecteurs ou en passant son temps à afficher des graphes de 
fonctions sur un écran sans avoir jamais écrit ni compris au moins une fois dans 
sa vie de lycéen ce qu’est la dérivabilité d’une fonction en un point. On peut 
utiliser la force des outils numériques pour aider à se représenter des notions, 
mais il est vital qu’on définisse rigoureusement ces notions et conserve une 
approche saine des résultats conséquents qui doivent être atteints à l’aide de 
raisonnements sains et aussi simples que possible, sans l’obligation de mettre 
à n'importe quel prix la machine en avant. 


Pfff, restons confiant : dans dix ans tout au plus on ne parlera plus que de ces 
erreurs pédagogiques actuelles dans l’enseignement des mathématiques, et l’on 
critiquera en cœur les choix effectués. Il y a des modes dans l’enseigne-ment, 
et l’homme aime bien hurler avec les loups. C’est pratique et permet de se 
sentir dans l'esprit du temps (qui passe). 


Réponse de Philippe Auria - Je suis d'accord avec vous. J'utilise unique- 
ment les logiciels pour faire des constructions géométriques que je peux faire 
avancer pas à pas revenir en arrière pour ceux qui ne comprennent pas. J’ai la 
classe en face de moi et non de dos et je peux voir les réactions. Je donne des 
cours de maths chez moi à des Secondes Premières S et TS et je rencontrais 
les difficultés de rigueur que tu mentionnes. J’ai décidé avec eux de tout leur 
montrer et expliquer (enfin ce que sais), comme définir un vecteur par sa di- 
rection sans dire ce qu’est une direction de droite, leur démontrer le TVI, ...Ils 
comprennent bien mieux., et sont intéressés, voire fier de savoir démontrer un 
théorème. 
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Chapitre 2 


Questions jokers 


Voici deux questions jokers rajoutées au TD n°1 du second se- 
mestre 2012-13 pour la formation M1-Maths. N'oubliez pas de ré- 
viser ces questions qui peuvent être reprises en examen tout comme 
les autres questions des TD. Ces deux questions sympathiques, qui 
peuvent être posées à l'oral, sont extraites de mon dernier tome 
paru dans la collection Acquisition des fondamentaux pour les 
concours, dédié à l’algèbre et à l’arithmétique [27]. 


Question 2.1 Soit p un nombre premier. Démontrer que les deux propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

(1) @=a (p) quel que soit l’entier a, 

(2) a-1=1 (p) quel que soit l’entier a tel que p ne divise pas a. 


Question 2.2 Soit n un entier dont la décomposition s'écrit n = p1...PDm où 
m € N* et où les p; sont des nombres premiers distincts entre eux deux à deux. 
On suppose que p; — 1 divise n — 1 quel que soit à appartenant à {1,...,m}. 
Montrer que : 

VaeZ a'=a (n). 


Décomposer le nombre 561. Que peut-on conclure ? 


Réponse 2.1 | [(1)=(2)] p divise a? — a, donc divise le produit a(aP-1—1). 
Si p, premier, ne divise pas a, il sera premier avec a et le Théorème de Gauss 
montre que p divise a?! — 1, On obtient bien a?! = 1 (p). 


[(2)=(1)] La congruence «? = à (p) est triviale si p divise a. Si p ne divise 
pas a, alors a?! = 1 (p) et il suffit de multiplier par a des deux côtés de la 
congruence pour obtenir & = a (p). 
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Réponse 2.2| Comme n admet la décomposition n = p1...Pm en produit 


de facteurs premiers, on aura a” = a (n) si et seulement si : 
Vie{l1,.,m} a'=a (pi) (+). 


On montre (+) en envisageant deux cas. Si p; divise à, l'affirmation (+) est 
évidente. Si p; ne divise pas a, alors p; est premier avec a et le Théorème de 
Gauss permet d’écrire : 


nm — 


a'=a (pi) & mla(a-1) 
& pmli(att-1) 
RE oi NN 


Comme p; — 1 divise n — 1, il existe q € N tel que n — 1 = (p; — 1)q, et l’on 
aura : 
del =.) 


en utilisant le petit Théorème de Fermat. Cela montre que la congruence (f) 
est vraie, et permet de conclure. 


On a 561 = 3 x 11 x 17. Comme les entiers 2, 10 et 16 divisent 560, on peut 
appliquer ce qui précède et affirmer que a°%61 = à (561) quel que soit a € Z. 
Cela montre que la réciproque du petit Théorème de Fermat est fausse. 


Remarques — à) Si l’on note P(n) la propriété : « a” = a (n) quel que 
soit l’entier relatif a », le petit Théorème de Fermat s'écrit : 


p premier — P(p) vraie. 


La réciproque du petit Théorème de Fermat est fausse puisque 561 nous fournit 
un contre-exemple. En effet P(561) est vraie sans que 561 soit premier. 


B) On dit que n (supérieur à 2) est un nombre de Carmichael s’il est com- 
posé (c’est-à-dire non premier) et vérifie la propriété P(n). Les nombres de 
Carmichael sont donc les « mauvais » entiers n qui vérifient la propriété de 
Fermat P(n) sans être premiers. Le nombre 561 est le plus petit nombre de 
Carmichael connu, et l’on a démontré en 1992 qu’il existait une infinité de 
nombres de Carmichael. 


y) On peut démontrer qu’un nombre n supérieur à 2 est un nombre de 
Carmichael si, et seulement si, il s'écrit n = p1...bm où m € N*, où les p; sont 
des nombres premiers distincts entre eux deux à deux, et où p; — 1 divise n—1 
quel que soit &. La preuve de ce résultat est proposé dans l’Exercice 12 de [26]. 


Chapitre 3 


Droites et plans de l’espace 


Introduction 


Le magazine du parcours maths a le plaisir de vous proposer un 
chapitre entier de mon nouveau livre Oral 1 du CAPES Maths, 
Plans et approfondissements de cinq leçons de la liste 2013, qui 
vient tout juste de paraître en ce début d’année 2013 [34]. Il s’agit 
de la leçon sur les droites et les plans, et de tous les approfondis- 
sements qui vont avec. 


Ce texte est publié et sous copyright, donc réservé à mes étudiants : 
conservez-le pour vous-même, ne le laissez pas traîner n’importe où, 
et puisse-t-il vous apporter une aide pour maîtriser cette leçon ! 


Inutile de dire que je risque de poser certaines des questions de 
la partie Questions du jury pendant l’entretien qui suivra la le- 
çon que vous exposerez en simulation sur ce thème. Donc certaines 
questions sont à travailler le plus possible (compte tenu des autres 
leçons à traiter bien sûr) pour pouvoir réagir au mieux quand on 
est seul à se défendre au tableau. 


C’est la jungle, partez avec votre coupe-coupe ! Pensez à répondre 
aux questions en vous protégeant autant que possible, etc. 


N'oubliez cependant pas que le jury est toujours bienveillant et fera 
tout pour vous mettre à l’aise et vous permettre d'exprimer ce que 
vous savez. Son objectif est d'obtenir un instantané de votre culture 
mathématique globale et de vos savoirs particuliers sur le thème 
en question. 


Avanti! Les postes sont là : il faut les prendre! 
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Dany-Jack Mercier 


Cours 


Oral 1 du CAPES Mathématiques 


Plans et approfondissements 
de cinq leçons de la liste 2013 


15% L CINQ 7 A: 
1932505 14% 


Sciences 
Mathématiques 


Entre nous : on voit mon père en train d’enseigner devant une classe d’ap- 
plication dans un bled perdu en Algérie dans les années 1950, à Biskra ou à 
côté de Biskra sans doute (Tolga ? Bouchagroun ?). Il fallait continuer à al- 
phabétiser les populations, et il avait trouvé une méthode efficace qui utilisait 
des signes pour faire associer un son à un texte, rapidement et en jouant. Sur 
cette photo il montre comment mener une leçon à des instituteurs stagiaires. 
On voit d’ailleurs la tête d’un stagiaire au premier plan. 
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3.1 Plan 


Prérequis : 
- Rudiments d’algèbre linéaire. 
- Généralités sur les espaces affines. 
- Produit scalaire (seulement à la fin de l’exposé). 


Cadre — On travaille dans un espace affine Æ de dimension 3, d’espace vectoriel 
associé FE. Vers la fin de l’exposé, on suppose que cet espace est euclidien, c’est- 
à-dire muni d’un produit scalaire, pour pouvoir parler d’orthogonalité et de 
perpendicularité. 


_— = — 
Conventions — L'espace E est rapporté à un repère cartésien R = (O, à, j,k). 
La notation Vect { w1,..., Um} désigne le sous-espace vectoriel engendré par 
la famille de vecteurs {w1,…, Un 


3.1.1 Définitions 
Définition 3.1 Soient A € E et à un vecteur non nul. L'ensemble : 


D(A %)={MEeE/3\eR AM=)%} 


est la droite passant par À, de vecteur directeur ü. 


Définition 3.2 Soient AE E et (uw, v) un système libre de E. L'ensemble : 
P(A%,T)={MEE/3\uEeR AM=)8+yT)} 


est le plan passant par À, de vecteurs directeurs w et v. 


Les définitions précédentes permettent d'obtenir des équations paramétriques 
(on dit aussi : représentations paramétriques!) d’une droite ou d’un plan. Par 
exemple, si À (xA, YA; ZA) et w (a, b, Y) 


D=D(A%) & eR AM=ù 
z = ZA + ÀQ 
& HER y = YA + AB 
3 = ZA + À7. 


On arriverait de même à caractériser les points d’un plan en utilisant deux 
paramètres au lieu d’un seul. 


Leçon n°28 de la liste des leçons d’oral 1 pour la session 2013 du CAPES externe. 
Voir Question 3.1 p.44. 
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3.1.2 Parallélisme 


Définition 3.3 La direction de D (A, à) est la droite vectorielle Vect (w). 
La direction de P (A, w, v) est le plan vectoriel Vect(w, v). 


> Cette définition a un sens car on peut démontrer que les sous-espaces 
vectoriels Vect (w) et Vect(w, v) ne dépendent pas du choix des vecteurs w 
et v dans les définitions de D(A,%x) et de P(A,%, v). Ces vérifications 
peuvent être faites en utilisant uniquement les Définitions 3.1 et 3.2 que nous 
venons de donner. Une autre façon de se justifier consiste à dire qu’une droite 
ou un plan sont des sous-espaces affines de dimensions 1 ou 2, et que, de façon 
générale, on sait définir la direction d’un sous-espace affine d’un espace affine 
quelconque ([24] 8 1.3 ou [25] 8 1.3). 


> La direction d’une droite est l’ensemble de tous les vecteurs directeurs de 
cette droite auxquels on adjoint le vecteur nul. 


» La direction d’une droite ou d’un plan est notée avec une flèche. Par 
exemple, la direction du plan P = P(A,%w,v)est P = Vect(w, v). 


Définition 3.4 Deux droites ou deux plans sont dits parallèles s'ils ont la 
même direction. 


»> La relation de parallélisme, notée //, est une relation d'équivalence dont 
les classes d'équivalence peuvent être identifiées aux sous-espaces vectoriels de 
dimensions 1 ou 2, suivant le cas. 


> Les définitions précédentes permettent de démontrer des postulats d'Eu- 
clide (tels qu’ils ont été énoncés en géométrie plane) et de formuler des énoncés 
du même type en dimension trois. On peut ainsi démontrer que : 


Théorème 3.1 (Postulat n°1 d’Euclide) Par deux points distincts passe 
une et une seule droite. 


Théorème 3.2 Par trois points non alignés passe un et un seul plan. 


Théorème 3.3 (Postulat n° 5 d’Euclide) Par un point donné passe une et 
une seule droite parallèle à une droite donnée. 


Théorème 3.4 Par un point donné passe un et un seul plan parallèle à un 
plan donné. 


?Théorèmes 3.5 et 3.6 p.30. 
SVoir page 31. 
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> On étend la notion de parallélisme aux droites et plans en posant : 


Définition 8.5 Une droite D est dite faiblement parallèle à un plan P si 
D € P. On note alors : D <//P. 


> Par abus de langage, on dit simplement qu’une droite est « parallèle » à 
un plan au lieu de dire qu’elle est « faiblement parallèle >» à ce plan, et l’on 
note D//P. 


» La relation de « parallélisme faible » entre une droite et un plan n’est 
pas une relation d'équivalence. 


3.1.3 Equations cartésiennes 


On obtient des équations cartésiennes de droites ou de plans en partant des 
équations paramétriques, et en éliminant le ou les paramètre(s). Dans le cas 
d’une droite, on aboutit à des équations de la forme : 


D. TA _Y-YA_Z—3zA 7 
a 5 % 
en faisant la convention de remplacer le quotient 4 


et ainsi de suite. 


par x—xA =0sia=o0, 


Réciproquement, il est évident que les équations (+) représentent une droite, 
puisqu'il suffit d'appeler À la valeur commune des trois quotients pour retrou- 
ver les équations paramétriques bien connues. 

On peut aussi montrer que tout plan admet une équation de la forme“ : 
az+by+cz+d=0 (t) 


avec (a, b,c) Æ (0,0,0), et que, réciproquement, toute équation de la forme (k) 
avec a, b, c non tous nuls, définit un plan°. De plus, le quadruplet (a, b, c, d) 
des coefficients d’une équation (t) qui définit un plan donné est unique à un 


coefficient multiplicatif non nul prèsf. 


Exemple — Le plan qui coupe les axes du repère en P (p,0,0), Q (0, q.0), 
R(0,0,r) admet l’équation : 


uen 
D T 


Q 


{Théorème 3.7 p.32. 
5Théorème 3.8 p.33. 
SThéorème 3.9 p.34. 
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3.1.4 Positions relatives 


Définition 3.6 Des objets (comme des droites ou des points) sont copla- 
naires s'il existe un même plan qui les contient. 


» Deux droites 
Il est facile d'imaginer les positions relatives de deux droites dans l’espace en 
utilisant des règles ou des stylos, et un peu d'imagination. On constate alors 
que : 
Deux droites sont soit coplanaires (elles sont alors parallèles ou 
sécantes), soit non coplanaires (elles ne sont alors ni parallèles ni 
sécantes)?. 


Dans ce dernier cas, on dit que les droites sont en position générale. 


D' D' D' 
L D 
ne cl I SD: 
Parallèles Sécantes En position générale 


[Idées pour l'exposé : placer deux stylos dans des positions diverses dans l’es- 
pace devant soi pour aider l’imagination et ne pas oublier un cas de figure. On 
peut ensuite dessiner la figure précédente à main levée au tableau en expliquant 
oralement les diverses situations. La primauté est donnée à l’observation.] 


D Une droite et un plan 


On peut imaginer les positions relatives d’une droite et d’un plan en tenant 
une règle et un cahier dans l’espace devant soi et en les montrant aux élèves. 
On distingue trois cas possibles [à dessiner à main levée au tableau] : 


Une droite est parallèle à un plan (au sens large, c’est-à-dire stric- 
tement parallèle au plan ou contenue dans celui-ci) ou le coupe en 
un point®. 


TThéorème 3.10 p. 34. 
SThéorème 3.11 p. 36. 


3.1. PLAN 29 


Incluse Strictement En position générale 
parallèle 


» Deux plans 


En plaçant deux cahiers en l’air en face de soi, on s’aperçoit que : 


Deux plans sont parallèles ou se coupent suivant une droite”. 


Parallèles Sécants 


Remarques — «) On peut démontrer que deux plans P et P' sont parallèles 
si, et seulement si, ils sont confondus ou d’intersection vide. Cette propriété 
nous offre une alternative pour définir le parallélisme entre deux plans. 


B) Deux plans sécants suivant une droite sont dits en position générale. 


3.1.5 Orthogonalité 


Compte tenu du titre de la leçon, on aurait envie de développer le thème 
de l’orthogonalité entre les objets « droites » et « plans » que l’on vient 
de définir. Mais cela serait trop ambitieux, et fait l’objet d’une autre leçon de 
CAPES. Je me contente donc d'admettre ici tout ce qui a trait à l’orthogonalité 


?Théorème 3.12 p. 37. 
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pour pouvoir présenter des applications plus variées dans la dernière partie de 


l'exposé! 0, 


3.1.6 Applications 


Bien connaître les positions des droites et plans dans l’espace permet de mieux 
se représenter le monde qui nous environne, et de mieux imaginer certaines 
situations. Il arrive un moment où l'intuition fait défaut, et où il devient néces- 
saire d'utiliser les propriétés connues des droites et des plans pour décrypter 
un environnement donné. 

J’achèverai cet exposé en proposant quatre applications qui pourraient être 
développées dans le prolongement de cette leçon!! : 

e Faisceaux de plans — Un plan H d’équation h (M) = 0 contient une droite 
D = PANQ définie comme l'intersection de deux plans, si, et seulement si, il 
existe des réels À, y tels que k = Àf+ u1g, où f (M) et g (M) représentent des 
équations de P et Q (Section 3.2.2). 

e Théorème des trois perpendiculaires — La composée de deux projections 
orthogonales ad hoc reste une projection orthogonale (Section 3.2.3). 

e Théorème de la perpendiculaire commune — Il existe une et une seule 
droite perpendiculaire!? à deux droites non coplanaires données (Section 3.2.4). 

e Rotations d'ordre trois laissant un cube invariant — Démontrer des ortho- 
gonalités de droites et de plans permet de découvrir des isométries qui laissent 
un solide invariant. Nous trouverons, dans cette application, l’occasion d’uti- 
liser le plan médiateur d’un segment (Section 3.2.5). 


3.2 Développement 


3.2.1 Sur ce qui précède la Section 3.1.6 


& Enoncés et preuves des Théorèmes évoqués à la p.26 


Théorème 3.5 
AeD(B,®%) 


(w, v) lié. 


10Que dire si le jury demande mordicus de développer cette partie? Voir page 38. 

Dans le choix de ces applications, j’ai insisté sur l’orthogonalité. On peut faire autrement, 
par exemple parler des représentations de sections planes de solides en perspective. N’en 
parlant pas ici, le jury pourrait poser des questions à ce sujet, donc dans tous les cas il est 
conseillé de travailler les Questions 3.19 à 3.23. 

1? Attention : selon la définition générale de la perpendicularité de deux sous-espaces, deux 
droites de R° ne peuvent jamais être perpendiculaires! L'usage permet d’utiliser ce terme, 
mais il faut pouvoir répondre au jury à ce sujet (Question 3.18 p. 54). 
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Preuve — (—) L’appartenance de À à la droite D(B, v) est triviale. Soit 
— 

M M € D(A%)=D(E; v). Il Il existe des réels À et u tels que AM = \% et 

BU = uv. Par hypothèse Bd= av, donc : 


> 
AB=AM+MEB = X\v+(a-w)v=0. 

Il suffit de choisir M distinct de À pour que À soit différent de 0 et que l’on 

puisse conclure à la colinéarité des vecteurs w et v.. 


(=) Il existe a, B € R tels que BÀ = av et &à=Bv.Si Me D(A,w),i 
cr > 
existe À tel que AM = XÀ% et : 


BM=BÂ+AM=(a+À8)7 = MeD(B,T). 


On a montré l'inclusion D (A, x) C D(B, v). L'inclusion inverse se montre 
de la même façon. = 


Théorème 3.6 
AeP(B,%',v! 
P(A %,T)= P(B,%',7") » ÉRÉCE 


Vect (w, v) = Vect( uw’, v”’). 


Preuve — (=) Le POP À appartient au plan P(B, x’, v’), on en déduit 
BÂ € Vect(u”, wi Si w est un vecteur du plan Vect(w, v), le point M 


défini par AM = à appartient à P(A,%w,v)= P(B,u’,v!), et: 


BM € Vect(w’,7') = w=AB+BM e Vect(w”, v”) 


puisque la somme de deux vecteurs de Vect(w”, v') reste dans Vect(w”, v”). 
On a montré l’inclusion Vect (w, v) € Vect(w”’, v’'), et l'inclusion réciproque 


se montrerait de la même manière. 

(=) Comme BA € Vect(w”, T”), 
AM € Vect (w,v) 
AB+BMe Vect(u”’, v’) 


BM € Vect( uw’, v’) 
& MEP(B,%',v').n 


M E P(A,%,®) 


T Ÿ ? 


% Preuve du Théorème 3.1 p. 26 
Raisonnons par analyse et synthèse. 

Analyse — Si D = D(W, w) est une droite qui contient À et B, le Théo- 
rème 3.5 montre que D — D(A, w), mais aussi que D — D(A, AB) puisque 
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DR — 2h 2 ; Eee x : 
AB et w sont colinéaires. La droite D(A, AB) est donc la seule qui puisse 
passer par À et B. 
. . . . Pr: St 
Synthèse — La droite D(A, AB contient le point À puisque AA = 0AB, 


—> 


—> 
et le point B puisque AB = 14B.m 


& Preuve du Théorème 3.2 p. 26 


Analyse — Soient À, B, C trois points non. : alignés de E. Si P est un 
plan qui contient ces trois points, alors Vect(AB, AC) — Vect(w, v) et le 
——> — 
Théorème 3.6 montre que P = P(A, AB, AC). 
PE 
Synthèse — Réciproquement, le le plan P(A, AB, AC) passe évidemment par 
—> —_——> — 


les points À; B et C' puisque AÂ= 04B +0AC, À — 148 + OAC, et 
AC = 0AB + 1AC. n 


& Preuve du Théorème 3.3 p.26 


Existence — Soient D — D(A,—%x) une droite et B un point. La droite 
D(B, %) est parallèle à D et passe par B. 


$ : —_ £ sax — 
nécessairement w comme vecteur directeur, donc s'écrit D = D(B, x) en 
vertu du Théorème 3.5). 


& Preuve du Théorème 3.4 p. 26 
Existence — On se donne un plan P = P(A, w,v) et un point B. Le plan 
Q = P(B, w, v) est évidemment parallèle à P et passe par B. 


_ Unicité — Si R est un plan passant par B et parallèle à P, sa direction est 
R = Vect(w, v), et le Théorème 3.6 montre que R = P(B, u m. ,v)=Q. 


& Trois Théorèmes donnés en référence à la page 27 


Le jury peut demander de développer une partie du plan que l’on a exposé, ou 
décider de poser des questions pour s’assurer que l’on connaît bien ces résultats 
à n'importe quel moment de l'entretien. 


Théorème 3.7 Pour obtenir une équation cartésienne d’un plan donné par 
des équations paramétriques, il suffit d'éliminer les paramètres de ces équations 
paramétriques. On obtient alors une équation de la forme ax + by + cz + d = 0 
avec (a,b,c) Æ (0,0, 0). 


Preuve — On part d'équations paramétriques de la forme : 
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z=xaA+)a+ua 
(S) y=ya+)B+up 
z=2a+Ày+uY 


représentant un plan P. Les vecteurs % (a, 8,7) et v (a/,B',7/) sont linéai- 
rement indépendants, donc l’un des trois déterminants : 


B B 
AC 


a « 
ui 


a 


8 


n’est pas nul. Supposons par exemple a’ — Ba! Z 0. Les deux premières lignes 
du système (S) forment un système de Cramer dont les solutions sont données 
par les formules de Cramer : 


) 


T—TA ® A T—ZXA 
y—ya B||8 y—ya 
(À, ui) — a a ul a ad 
DE PE 
Il suffit de remplacer dans la troisième équation de (S) pour obtenir : 
= a | T—%A 4 @ t—xal, 
8 8 y—ya B 8 y—ya 


soit : 


(8% — 78") (x — &a) + (ya — ay) (y — ya) + (ab — Ba')(z— 24) =0. (+) 


Il est clair que cette dernière égalité (+) équivaut à l’existence d’un couple (x, u) 
solution de (S). Par ailleurs on constate que les coefficients de l’équation (+) 
ne sont jamais simultanément nuls. mn 


Théorème 3.8 Toute équation de la forme ax + by + cz + d = 0, où a, b, c, 
d sont des réels tels que (a,b,c) ZÆ (0,0,0), est celle d’un plan. 


Preuve — Supposons par exemple que a ne soit pas nul. Alors : 


Vo or et à. 
ax +by+cz+d=0 & JAuEeR ex 
z= pi, 


et on reconnaît des équations paramétriques du plan passant par le point 
A(-—d/a,0,0), de direction Vect(w, v) où w(—b/a,1,0) et v(—c/a,0,1).m 
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Théorème 3.9 Deux équations cartésiennes de la forme ax + by + cz + d = 0 
et a'x+by+cz +d = 0, avec (a, b,c) £ (0,0,0) et (a’,b', €) £ (0,0,0), repré- 
sentent le même plan si, et seulement si, elles sont proportionnelles (autrement 
dit si les listes (a,b,c,d) et (a',b',c',d') sont proportionnelles). 


Preuve — La condition est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est né- 
cessaire de deux façons différentes. 


Première solution — Introduisons le produit scalaire sur Æ tel que la base e 
dans laquelle on exprime ces équations de plans soit orthonormale. Les vecteurs 
de coordonnées (a, b, c) et (a/, b', c') sont respectivement orthogonaux aux plans 
P:ax+by+cz+d=0et P': ax +bly+ cz + d = 0. Comme P = P'on 
déduit l’existence d’un réel k tel que (a/,b',d) = k(a,b,c). Si A(xA,yA, z1) 
appartient à P = P, 


ax À + byA + czA + d=0 
k (ax À + byA + czA) + d' =0 


d’où d' = kd. 


Seconde solution — On peut préférer ne pas introduire de produit scalaire 
pour démontrer ce résultat affine. On sait que les directions des plans P et P! 
sont les plans vectoriels : 


D D'. / / 
P:az+by+cz=0 et P:ax+by+cz=0 


définis par les formes linéaires : 


— — 


L: E — R et FE E — R 
WU (x,y,2) + ax+by+cez M (x,y,2) + ax+by+cz. 


On sait aussi que deux formes linéaires non nulles déterminent le même plan 
vectoriel si et seulement si elles sont proportionnelles (Question 3.28 ou 3.30). 
Ainsi P = P' si, et seulement si, il existe & € R* tel que l/ = kl, et cela assure 
la proportionnalité des suites (a,b,c) et (a',b/,c') (nous venons d'éviter tout 
recours au produit scalaire !). 

Il ne reste plus qu’à considérer un point À (x4,YyA,2A) appartenant à P = P', 
puis à continuer comme dans la preuve précédente pour obtenir d = kd. m 


& Intersection de deux droites 


Théorème 3.10 Deux droites sont soit coplanaires (elles sont alors parallèles 
ou sécantes), soit non coplanaires (elles ne sont alors ni parallèles ni sécantes). 
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Preuve — Soient D et D' deux droites de l’espace de dimension trois. De 
deux choses l’une : 

- Si Det D’ sont coplanaires, c’est-à-dire incluses dans un même plan, on 
peut appliquer ce que l’on sait des droites du plan : celles-ci sont parallèles (au 
sens large, c’est-à-dire éventuellement confondues) ou sécantes (en un point). 

- Si Det D' ne sont pas coplanaires, elles ne peuvent pas être parallèles ou 


sécantes, autrement il serait facile de trouver un plan qui les contienne. Donc 
DND'=c.s 


Remarque — Dans la seconde partie de la preuve ci-dessus, on admet 
que deux droites parallèles ou sécantes sont coplanaires. Cela peut bien sûr se 
démontrer complètement, et c’est ce que nous allons faire ici : 


- Si D = D(A,%x)et D' = D(A', x’) sont parallèles, on peut envisager deux 
— 
cas suivant que le système (w, AA’) soit libre ou pas. Si le système (w, AA’) 
— 
est libre, les deux droites appartiennent au plan P = P(A, w, A) puisque : 


— 


AePeætweP = D=D(A%)CcP 

A À D ! CD / dore 

AA'E Petuv'=ueP = AePetu'e P = D'=D(A,u)cP. 

. (—> PES abs le ais —> se 
Si (uw, AA") est lié, il suffit de choisir un vecteur quelconque v” non colinéaire 
à à pour que le plan P(A, w, v) contienne D et D”. 

- Si D = D(A,u)et D' = D(A!, x’) sont sécantes sans être parallèles, 
appelons Z un point de D N D'. Alors P = P(I,%,%’) est bien un plan 


puisque % et uw’ sont linéairement indépendants, et d’après le Théorème 3.6 
p.31,ona D=D(I,uw)et D' = D(I, u’) donc: 


IePeætweP = D=D(I,%)CP 
IePeætw'eP = D'=D(I%)cP. 


Les deux droites D et D’ sont donc bien coplanaires. On peut vérifier ensuite 
que D AN D' = {I}, comme on s’y attend pour deux droites d’un plan, en 
utilisant l’assertion 2) du Théorème 3.19 p.79 ou en écrivant directement : 


MEDND! = 2\uweR IM=X8 = 


À=yu=0 (car w et w’ sont linéairement indépendants) 
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% Intersection d’une droite et d’un plan 


Théorème 3.11 Soit D — D(A, à) une droite et P = P(B, v,%) un plan. 
La direction de D est D =R®% et celle de P est P = Vect(v, w). 

a) Si w € P. D est faiblement parallèle à P. Dans ce cas D est parallèle 
à une droite de P, et l’on a D\AP = ou DC P. 

b) Si uw & P, DA P est un singleton et l’on dit que la droite et le plan sont 
en position générale. 


Preuve — a) Ici w € P donc DC P et la droite D est faiblement parallèle 
à P. La droite D(B, x) est évidemment incluse dans P et parallèle à D. Si 
DAN P £ S, soit I un point de DN P. Les Théorèmes 3.5 et 3.6 montrent que 
D=D(I,%), P=P(I,v,%), par suite : 


TEPet we Vect(v,w) = D(I,x)cP(I,v,%w). 


_— 
b) Si w & P, le système (ü, d, &) est une base de E, et nous devons démon- 
trer que D AN P est un singleton. 


5 —> —— 
MEDNP = uv AM=Aüet BM=pÜü+vwü (1) 
+ AB = Xù- pô vù (2) 
d’où l’unicité de À, y, v et par suite celle de M , légalité (2) représentant 


l'unique décomposition de AB dans la base (w, v,w). Le cardinal de DNP 


est donc inférieur ou égal à 1. 
— — — 
u w 


Il suffit de décomposer le vecteur AB dans la base (w,v,w)en: 


AB = 0 Vu 


Lis +è 2 PT _ ETS 3 + 
et de définir le point M de sorte que AM = À x pour obtenir BM = pd + vw, 
donc M € DN P. En conclusion, l'intersection D N P est un singleton. m 


Remarques — a) Une preuve du b) du Théorème 3.11 utilisant la machi- 
nerie des espaces affines est proposée à la Question 3.13 p. 51. 


B) Une droite et un plan sont dits sécants au sens strict si leur intersection 
est un singleton. On peut alors montrer que : 


(1) Si P//P', D et P sécants au sens strict & D et P' sécants au sens strict, 
(2) Si D//D', D et P sécants au sens strict & D et P sécants au sens strict, 


en écrivant des équivalences. Par exemple pour (1) : 


D et P' non sécants au sens strict 4 D faiblement parallèle à P’ 
& D faiblement parallèle à P 


& Det P non sécants au sens strict. 
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% Intersection de deux plans 


Théorème 3.12 Soient P — P(A,%,ù) et P! = P(A!,%',v') deux plans 
de l’espace de dimension 3. Les directions de ces plans sont respectivement les 
plans vectoriels P = Vect(w, v) et P'= Vect(w, v'). 

P — 

a) Si P = P', autrement dit si les vecteurs w! et v' s’écrivent comme 
combinaisons linéaires de x et Ÿ, les plans sont parallèles (et éventuellement 
confondus). Dans ce cs PNP= "où? =.P". 

b) Si P Z P!, autrement dit si l’un des vecteurs w’ ou v”' ne peut pas 
s’écrire comme combinaison linéaire de & et V, les deux plans sont sécants 
et se coupent suivant une droite. 


Preuve — à) Si P Æ P', il existe par exemple B € P'\P. S'il existait un 
point M dans PN P', on pourrait trouver des réels À, y, v, 7 tels que : 


AM = \ù + uv 

BM=vw' +7 
et l’on aurait AB = \% + uv -vu —TvEe Vect(w, v), soit B € P. C'est 
absurde, done PNP'=gS 


b) Par hypothèse P et P' ne sont _ pas parallèles, donc trois vecteurs parmi 
= — —, Av art 
W,Vv,U', UV ! forment une base de E. Supposons par exemple que (w, v, u!) 
soit une base de Ë, et déterminons l'intersection P N P' en Lavailant dans 


cette base. 


MEPNP' & Ta,b,cdel 


: _ — . 
& Ja,b,cdeR AM=auù+bv = AA +cx +dv. (x) 
Posons : 
> 
AA = où +B% +7yu 
= u+Bv+yu!. 
L’assertion (+) équivaut à l'existence de quatre réels à, b, c, d tels que : 
AM = aù +00 = (a+ da )à +(8+d8)0 +(c+y+dy)2 
autrement dit tels que : 
a= a +d 
b—B+ dB 
c=—7y-d7. 
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Il y a donc autant de quadruplets (a,b,c,d) solutions que de réels d, et le 
point M appartiendra à PN P' si, et seulement si, il existe un réel d tel que : 


AM = (a+ da/}à + (8+ df)T. 
Cette dernière égalité s'écrit : 


AM = (aw+8%)+d(o x +87) 
B +d 
—_ 


+ 
Les 
el 
3 
l£n 
[ 
&. 
el 
— 
% 
el 
e) 
=) 
T 
(e] 
à 


où B est le point tel que AB = au 
maintenant écrire : 


MEePNnP' & 4er 
R 


BM = 
— 
& MED(B,Ë) 
B, 


Ë 
#1 àl 
+ 

ml 


— — 
où D(B, £ ) désigne la droite passant par de vecteur directeur £, et 


conclure à PN P' = D(B, sn = 


Remarque — Une seconde preuve du b) du Théorème 3.12 moins terre à 
terre est proposée à la Question 3.14 p. 51. 


& Au sujet de la Section 3.1.5 p. 29 sur l’orthogonalité 


Le candidat est libre de choisir d'exposer ce qui lui plaît à partir du moment 
où cela n’est pas hors sujet et où il a eu le temps d’aborder les points cruciaux 
sur lesquels on l’attend. Les 15 minutes d’exposé du plan étant insuffisantes 
pour parler clairement de l’orthogonalité entre les droites et les plans, j’ai 
délibérément fait le choix d'admettre cette partie pour : 


- montrer que je ne l’ai pas oubliée complètement, le titre de la leçon étant 
vraiment très général et englobant toute cette partie de l’étude de l’espace, 


- utiliser des orthogonalités dans les applications proposées. 


Il s’agit d’un choix personnel! Il va sans dire que le jury peut demander ce 
que je comptais mettre dans cette partie, ce qui serait l’occasion pour moi de 
détailler ce qui suit dans la partie « développement » de l’interrogation orale. 
On suppose donc ici que l’on a bien étudié la leçon sur l’orthogonalité pour 
pouvoir répondre au jury s’il pose des questions précises. 

Voici rapidement certains points à rappeler au sujet de l’orthogonalité si le 
jury demande des explications. On ne trouvera pas de preuve ici, puisqu'il 
s’agit d’une autre leçon d’oral du CAPES. 
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— 
» Pour parler d’orthogonalité, il faut disposer d’un produit scalaire dans Æ. 
On dit alors que E est un espace affine euclidien. 


— 
» Deux vecteurs de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. 


. — . 
»m L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' est le sous-espace vectoriel, 
—} —} 
noté F+, formé des vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de F. 


: — — — ; 
> Deux sous-espaces vectoriels F' et G de Æ sont dits : 
Me RE NS Nr 
- orthogonaux si F € G-— (ce qui équivaut à G € F—), 
: N Rire ACTE TE 
- perpendiculaires si F— € G (ce qui équivaut à GC F). 
» Des sous-espaces à la fois orthogonaux et perpendiculaires sont dits sup- 


plémentaires orthogonaur, ce qui revient à affirmer que F = G+. 


La FIG. 3.1 montre les divers cas rencontrés dans un espace de dimension 3 : 
l’orthogonalité en (a), la perpendicularité en (b), et deux espaces supplémen- 
taires orthogonaux en (c). 


F1G. 3.1 — Orthogonalité et perpendicularité 


» L’orthogonalité et la perpendicularité sont des notions vectorielles, et les 
définitions que nous venons de donner intéressent des sous-espaces vectoriels. 
Mais on adapte cela sans peine au cadre affine en posant : 


Définition 3.7 Deus sous-espaces affines F et G sont orthogonaux (resp. 
perpendiculaires, supplémentaires orthogonaux) si leurs directions le 
sont. 
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» À ce niveau, on pourrait définir des droites ou des plans horizontaux ou 
verticaux. On admettra que l’on connaît tout cela, et l’on se contentera de 
rappeler trois résultats souvent utilisés : 


Théorème 3.13 Une droite est orthogonale à un plan si, et seulement si, elle 
est orthogonale à deux droites sécantes contenues dans ce plan. 


Théorème 3.14 Deux plans sont perpendiculaires si, et seulement si, l’un 
contient une droite orthogonale à l’autre. 


Théorème 3.15 Une droite orthogonale à un plan est orthogonale à toutes 
les droites de ce plan. 


» Terminons par une mise en garde : 


Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite de l’un N’EST PAS 
orthogonale à toute droite de l’autre! 


3.2.2 Faisceaux de plans 


L'ensemble des plans contenant une droite D donnée à l’avance forme un 
faisceau de plans et le Théorème suivant caractérise les équations de ces plans. 


Théorème 3.16 Soient deux plans H; et H2 sécants suivant une droite D, 
et d'équations respectives f; (M) = a;x +b;y+c;z+d; =0 (1<i<2). Soit H 
un plan d’équation f (M) = ax + by + cz + d = 0. Alors : 

DCH & A1, À2 ER pr Ai + Ao fo. 


Preuve — (=) La condition est suffisante puisque : 
+ f(M)= hf (M) +22 (M) = 0 
+ MEH. 


(=) Montrons que la condition est nécessaire. Soit H un plan d’équation 
f (M) = 0 contenant la droite D. Soit À (x4,yA,zA) un point de H\D. L’as- 
tuce consiste à voir qu'il est toujours possible de déterminer des réels À 
et À2 tels que le plan Ho d’équation (A f1 + A2f2) (M) = 0 contienne A. 
En effet, la condition À f1 (À) + A2f2 (A) = 0 est facile à satisfaire puisque 
(f1 (À), f2 (A)) Z (0,0) (autrement À appartiendrait à D), de sorte que si par 
exemple f1 (A) Z 0, on choisit A1 = —)2f2 (A) /f1 (A) (F). 


13] faut aussi vérifier que (Aif1 + 22) (M) = 0 est bien l’équation d’un plan, c’est-à-dire 
montrer que la forme affine 6 = À1 f1 + À2f2 n’est pas constante. On raisonne par l’absurde : 
si @ était constante, elle serait nulle (car $ (A) = 0) et l’on aurait A1 f1 + À2f2 = 0. Dans ce 
cas, les formes affines f1 et f2 seraient proportionnelles, et l’on aurait H1 = H2, absurde. 
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Le plan À, passe par À, contient D, donc est égal à H. Pour conclure, il ne reste 
qw à rappeler que deux formes affines définissent le même plan si et seulement si 
elles sont proportionnelles. Ici, f (M) = 0 et (A f1 + À2f2) (M) = 0 définissent 
le même hyperplan H, donc il existe y tel que : 


f=HQufi + af) = (ah) fi + (12) fe. m 


FIG. 3.2 — Théorème des trois perpendiculaires 


3.2.3 Théorème des trois perpendiculaires 


Théorème 3.17 De façon générale, notons pr la projection orthogonale sur 
un sous-espace affine F. Avec cette notation, si D est une droite incluse dans 
un plan P, alors pp © pp = pp. 


Preuve — Si M est un point quelconque de l’espace, posons À = pp (M) et 
K = pp(H) (FIG. 3.2). Il s’agit de montrer que K = pp(M). Le résultat est 
évident si deux points parmi M, H, K sont confondus. 


Supposons donc que les points M, H, K soient distincts deux à deux. On 
sait déjà que À € D, de sorte qu’il ne reste plus qu’à prouver que (MK) est 
orthogonale à D. Pour cela, on remarque que : 


- (MH) est orthogonale à P (car H = pp (M)), et que D est incluse dans P, 
donc que (MH) est orthogonale à D. 


- (HK) est orthogonale à D (puisque K = pp(H)). 


Le plan (MH K) contient deux droites non parallèles (MH) et (HK) orthogo- 
nales à D, donc sera orthogonal à D. Mais alors D est orthogonale à n’importe 
quelle droite du plan (MHK), en particulier à (MK). 
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3.2.4 Théorème de la perpendiculaire commune 


Dans l’espace affine de dimension trois, on dit souvent que deux droites sont 
perpendiculaires si elles sont à la fois orthogonales et sécantes. Cela constitue 
un abus tout à fait toléré, et le lecteur pourra lire la réponse à la Question 3.18 
p. 54 du jury sur ce sujet. Le résultat important est le suivant : 


FIG. 3.3 — Perpendiculaire commune 


Théorème 3.18 (Théorème de la perpendiculaire commune) Il existe 
une et une seule perpendiculaire commune à deux droites non coplanaires. 


Preuve — Sur la FIG. 3.3 on a dessiné deux droites D et D’ non coplanaires. 
> ; —} > à, in, } 
Soit À la droite orthogonale au plan P = Vect(D U D’) = D & D’ engendré 
—  — 
par D U D". 

Analyse — Une > perpendiculaire commune À à D et D’ a pour direction la 
droite vectorielle À, et intercepte D et D, donc est incluse dans le plan II 
contenant D et _de direction D & À, et dans le plan Ily» contenant D’ et de 
direction D'@ A. 

. . . + pre pu . 
Si les plans Il et Il étaient parallèles, les droites D, D' et À seraient 
. . noue — |: — _— — > 
coplanaires, et l’on pourrait écrire À = P-— € D& D' = P, ce qui est 
absurde. Donc Il et [Ir ne sont pas parallèles et se coupent suivant une 
droite. Comme À C Ip Nr», on obtient À = IN II. 
—} — — 

Synthèse — La droite À = IIh N Ilr est de direction Ip N [y = À, 
donc est orthogonale à D et D. Les droites À et D sont coplanaires (puisque 
incluses dans Ip) et orthogonales, donc se coupent en un point, donc sont 
perpendiculaires. On montre de même que À et D' sont perpendiculaires. 
Finalement, la droite À = Ilp N Ir» est une solution de notre problème, et 
c’est la seule. # 
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3.2.5 Rotations d’ordre trois laissant un cube invariant 


Un objet simple, comme le cube ou le tétraèdre régulier, est appréhendé en 
étudiant des plans et des droites, et, à ce sujet, la notion de plan médiateur 
joue un rôle crucial même si nous n’en avons pas parlé dans cet exposé. On se 
permettra ici d'utiliser les propriétés d’un tel plan. 


Ordre 2 


Ordre 2 ou 4 


Ordre 3 


Déplacements laissant 
le cube invariant 


FIG. 3.4 —- Améliorer sa représentation du cube 


Dans le cube C de la FIG. 3.4, (AG) est perpendiculaire au plan BDE, et passe 
par le centre de gravité Q du triangle équilatéral BDE. En effet, les points À 
et G sont à égale distance de E et D, donc appartiennent au plan médiateur 
du segment [ED]. Les droites (AG) et (E D) sont donc orthogonales. De même 
(AG) sera orthogonale à (BD), et l’on en déduit que (AG) est perpendiculaire 
au plan (BDE). 


Soit Q l’isobarycentre des sommets du triangle BDE. Les points À, Q et G 
sont alignés puisque : 


AD => 

ne 
Finalement, la droite (AG) est perpendiculaire aux triangles équilatéraux BDE 
et CHF, et passe par les centres de gravité de ceux-ci. C’est donc l’axe d’une 


rotation d’angle 27/3 ou 4r/3 qui conserve le cube. 


(AB + AD + AË) = sAG. 


Remarque — Il existe 24 déplacements qui conserve le cube, symbolisés 
sur le dessin de droite de la FIG. 3.4. On vient d’en trouver 8 qui ne sont pas 
évidents. La recherche des toutes les isométries laissant un cube invariant est 
menée en [24]. 
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3.3 Questions du jury 


Question 3.1 Vous avez tendance à utiliser les termes « équations paramé- 
triques » au lieu de « représentation paramétrique » lorsque vous parlez d’une 
droite ou d’un plan. Quelle expression devrions-nous choisir en terminale ? 
Expliquer. 


Réponse — Dans les programmes [45], et sur les manuels de terminale, on 
emploie plutôt l'expression « représentation paramétrique » pour ne pas créer 
de difficultés supplémentaires aux élèves qui, entendant parler d'équations, 
imagineraient que l’on est obligatoirement en train de vouloir résoudre une 
équation. 

Et effectivement, une équation est une égalité qui contient plusieurs variables, 
et résoudre une équation consiste à déterminer les valeurs que peuvent prendre 
ces variables pour que l'égalité soit satisfaite. On s'éloigne un tantinet de l’idée 
de représenter une droite ou un plan de l’espace. 

Cependant utiliser l'expression « équations paramétriques » n’est pas un pro- 
blème en soi si l’on sait de quoi l’on parle, cette expression mettant l’accent 
sur l'existence de paramètres qui varient dans un ensemble donné, et qui déter- 
minent les valeurs possibles d’autres paramètres : les coordonnées des points 
qui nous intéressent. 

Sur une encyclopédie, on peut lire : « une équation paramétrique est une 
équation particulière définissant un ensemble géométrique, comme une droite 
ou un arc géométrique, ou plus généralement un sous-espace affine ou une 
hypersurface » [54]. 


Question 3.2 Montrer que les droites : 


z=1l-t z=—-4+u 
At4 y=2+2 tER D:4 y=4+2u uEeRk. 
z=1+t z=2+u 


sont coplanaires. 


Réponse — Les droites À et D admettent w(—1,2,1) et (1,2, 1) comme 
vecteurs directeurs. Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc À et D ne 
sont pas parallèles. Examinons si ces deux droites sont sécantes. Un point M 
appartient à AND si et seulement si ses coordonnées (x, y, z) sont telles qu’il 
existe des réels t et u qui vérifient : 

z=1-t-=-4+u 
y=2+24—=4+2u 
z=1+t=2+u. 
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On à : 
1-t-=-4+u 
t=5-u 2u = 4 u = 2 
2+24—=4+2u & & & 
t=l+u = 3 
1+i=2+u 
donc À et D s’interceptent en un point, et sont coplanaires. 


Question 3.3 Pouvez-vous rapidement donner une équation du plan P pas- 
sant par les points À (2,5,0), B(0, 1, —-6) et C(0,4,9) ? 


Réponse — On peut, bien sûr, écrire des équations paramétriques de ce 
plan, et éliminer les deux paramètres, mais il est plus rapide de développer le 
déterminant : 


x—2 —2 —-2 
A=|y—-5 —4 —1 
2 —6 9 


——> — — 
et de l’annuler, ce qui revient à écrire que le système de vecteur (AM, AB, AC) 


—— ——> —— 
est lié, autrement dit que AM € Vect(AB, AC). On obtient : 


À = —42(x—2)+30(y —5) —-6z 
—42x + 30y — 62 — 66. 


Une équation du plan est donc : 7x — 5y + 2 +11 = 0. 


Question 3.4 Déterminez une équation cartésienne du plan passant par le 
point A(5,8,—3), de direction Vect(w, v) où uw (8,7,0) et v (—2,2,1). 


; ; 4 : nr > : 
Réponse — Il suffit d'annuler le déterminant det(AM, w, v'). On obtient : 


z—5 
y — 8 


z — (—3) 


soit 7x — 8y + 302 + 119 = 0 après calculs. 


Question 3.5 Trouver une équation du plan P passant par A(3,—1,0) et 
contenant la droite D d'équations cartésiennes : 


x — 8y =3 
2æ+y—2—0. 
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Réponse — Le plan cherché admet une équation de la formel{ : 
À (x — 8y — 3) + u (2x + y — 2) = 0, 
et il est facile de déterminer un couple (X, 4), à une constante multiplicative 


non nulle près, en imposant la condition À € P. On obtient 8À + 5 = 0, d’où 
u = —8)/5, puis : 


8 
(&—8y—3)—=(2x+y—2)=0 
en reportant. Finalement P admet l’équation 11x + 48y — 82 + 15 = 0. 


Question 3.6 On considère deux droites À et D données par leurs représen- 
tations paramétriques : 


zx = 3+5t z=2+7u 
A4 y=2+t ER D:4 y=5+3u ueR. 
z =7—6t z=1-4u 


Déterminer le lieu des milieux des segments [MN] quand M et N décrivent 
respectivement À et D. 


15 


Réponse ° — Le lieu cherché est l’ensemble des points de coordonnées : 


(3+5t)+(2+7u) 5 5, 7 


Per 12, 1. 2 Do. 
__(2+#)+(5+8u) 7 1, 3 
_ 2 Toto 

er Cia TE 


2 


lorsque t et u décrivent R. Les vecteurs w(5/2,1/2,—3) et v(7/2,3/2, —2) 
n'étant pas colinéaires, on reconnaît une représentation paramétrique du plan 
passant par A(5/2,7/2,4), de vecteurs directeurs w et v. 


Question 3.7 Dans l’espace de dimension 3, on considère deux droites A 
et D non coplanaires. Pouvez-vous déterminer le lieu des milieux des segments 
[MN] quand M et N décrivent respectivement À et D ? 


Théorème 3.16 p. 40. 
15 Cet exercice est tiré d’un manuel de terminale : [18], ex. 104 p. 286. 
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Réponse — Nous allons travailler analytiquement en utilisant des équations 
paramétriques. Nous sommes entièrement libres de choisir le repère cartésien 
pour que nos calculs soient simplifiés. Choisissons donc un repère cartésien 
(O, . 9. K) dont l’origine est sur la droite À, tel que dirige A. Les repré- 
sentations paramétriques des droites À et D sont de la forme : 


T =4U zx=a+ta 
A: y=0 ueR D:4 y=b+tf t1ER 
z=0 z2=Cc+t) 


où (a,b,c) € R$ et (a, B,7) € R°\{(0,0,0)}. Le vecteur w (a, 8,7) dirige la 
droite D, donc y £ 0 puisque À et D ne sont pas coplanaires. Le lieu cherché 
est l’ensemble des points de coordonnées : 


sudo). à. -021 
L= e ho roiTot 
b+t8 b B 
— = t 
2 272 
PÉSAN  CeT 
re pe 


quand t et u décrivent R. Comme les vecteurs v (&/2, 8/2,7/2) et w(1/2,0,0) 
ne sont pas colinéaires, on reconnaît une représentation paramétrique du plan 
passant par A(a/2,b/2,c/2), de vecteurs directeurs v et w. 


Question 3.8 Dans l’espace de dimension 3, on considère un plan P et une 
droite D en position générale. Déterminer le lieu des milieux des segments 
[MN] quand M et N décrivent respectivement P et D. Que dire de ce lieu si 
l’on remplace D par un plan IT non parallèle à P ? 


Réponse — Travaillons analytiquement dans un repère d’origine le point ©, 
intersection de P et D, tel que le plan P admette l'équation z — 0. Le plan et la 
droite qui nous concernent admettent alors des représentations paramétriques 
de la forme : 


P:4 y=u ÀAUER Dre ver TER 
z =0 z =t7y 


Par hypothèse D n’est pas parallèle à P, donc y # 0. Le lieu € des points 
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cherchés est l’ensemble des points de coordonnées : 


À+ta 1 a 
— 2 0 
= ME AB.. LA B 
Dr 0000 
sta 

2 2 


quand à, u et t décrivent R. Comme 7 # 0, le déterminant : 


1/2 O0 a/2 
det | O0 1/2 8/2 == 
0 O0 7/2 


n’est pas nul et les vecteurs w(1/2,0,0), v(0,1/2,0) et w(a/2, 8/2,7/2) ne 
sont pas colinéaires, donc engendrent l’espace entier. On peut donc affirmer 
que € est égal à l’espace en entier. 


F1G. 3.5 —- W est-il dans le lieu cherché ? 


Remarque — Cela ne correspond pas à notre intuition qui nous aurait 
plutôt fait penser à un plan puisque les milieux de [MN] semblent situés 
« entre » le plan P et la droite D. 


Il n’en est rien, et notre intuition nous joue un tour en nous faisant observer 
un dessin qui suggère que la droite et le plan sont bornés : après tout, le 
plan est représenté par un parallélogramme, et la droite par un segment ! 
Pour comprendre cette duperie, il faut imaginer un point W quelconque dans 
l’espace, non situé « entre » P et D, et arriver à le voir comme le milieu d’un 
segment [MN] d’extrémités placées sur P et D. 

La FIG. 3.5 montre un plan P et la droite D qui coupe P en ©. Un point W 
est donné n'importe où dans l’espace. Il suffit de tracer le plan IT parallèle 
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à P passant par W, de noter 1 l’intersection de IT et de D, puis de tracer 
le symétrique N de O par rapport à 7. La droite (WN) coupe P en M, et 
le Théorème de Thalès montre que W est le milieu de [MN], donc que W 
appartient à €. 

Evidemment, ce tracé fonctionne quand W & P. Si W € P, c’est encore plus 
simple : W est le milieu de [OM] où M est le symétrique de © par rapport 
à W, et bien sûr M € P et O € D, donc encore une fois WE E€. 


Question 3.9 Que représente la partie de l’espace définie par le système (S) 
ci-dessous ? On proposera une vue de cette partie en perspective cavalière. 


0<zx<4 
0<y<4 
0<z<4 
T+y+z<SE 


(S) 


Réponse — La FIG. 3.6 représente le cube € = UIVOKHJW défini par les 
trois inégalités 0 < x, y, z < 4, ainsi que le plan (ABC) d’équation z+y+2 = 8, 
où À (8,0,0), B (0,8,0) et C' (0,0,8). Les traces du plan (ABC) sur les faces du 
cube sont les segments [1J], [JKT et [XI] où 7 (4,4,0), J (0,4,4) et K (4,0, 4). 
Le plan (ABC) coupe donc le cube suivant le triangle hachuré 7JK. Le demi- 
espace d’équation æ + y + z < 8 est limité par le plan (ABC) et contient 
l’origine © du repère. Le solide défini par le système ($) est donc la partie du 
cube C situé dans le demi-espace d’équation x + y + z < 8. C’est le cube C 
privé de la pyramide à base triangulaire ZJKH où H (4,4, 4). 


F1G. 3.6 - Cube tronqué 
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Question 3.10 (Oral du CAPES 2008) On sait réaliser le patron d’un cube. 
Pouvez-vous nous présenter la construction d’un patron d’un cube surmonté 
d’une pyramide, comme si nous étions une sympathique classe de sixième ? 


Réponse 3.10| Cette question, extraite de [16], a été posée le 15 juillet 
2008 par un jury d’oral du CAPES 2008. 


Patron du cube 


ON CD 
.. 


Le 


Cube surmonté d'une 
pyramide 


FIG. 3.7 — Deux patrons en classe de sixième 


La FIG. 3.7 représente un patron de cube et, juste à droite, un patron de cube 
surmonté d’une pyramide. La base du cube est B, les parois sont P1, P2, P3 et 
P4. On à tracé la médiatrice À du segment [AB] et choisi un point M sur A 
suffisamment éloigné du milieu de [AB], c’est-à-dire au-delà de l’intersection O 
entre les diagonales du carré ABCD. 

Le triangle AB M sera l’une des faces de la pyramide qui surmontera le cube. 
Il suffit de reproduire ce triangle au « sommets » des parois P2, P3 et P4 pour 
obtenir les trois autres faces de la pyramide. Evidemment, on à construit une 
pyramide régulière au sommet du cube! 


Question 3.11 Dans l’espace de dimension 3, peut-on dire que deux droites 
sont strictement parallèles si, et seulement si, elles ne se coupent pas ? 


Réponse — Non, puisque deux droites peuvent ne pas s’intercepter tout 
en n'étant pas parallèles, et l’on dit alors qu’elles sont en position générale. 
Par exemple, si l’on rapporte l’espace au repère cartésien (O, +, 3, R), et 
si l’on note A le point de coordonnées (1,0,0), les droites D = O + Rj j et 
A=A+R rs sont en position générale. Elles ne sont pas parallèles puisque r 
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— 
et k ne sont pas colinéaires, et ne s’interceptent pas car il est impossible de 
trouver des réels À et y tels que (0, À,0) = (1,0,u). Il est bon de noter que 
cette situation diffère de ce que l’on connaît en géométrie plane. 


Question 3.12 Soient D et D' deux droites de l’espace de dimension trois. 
On suppose que D et D’ ne sont pas parallèles et que D N D' = SG. Montrer 
que D et D' ne sont pas coplanaires. 


Réponse — On raisonne par l’absurde. Si D et D' étaient coplanaires, n'étant 
pas sécantes, elles seraient parallèles, ce qui est absurde. 


Question 3.13 Dans l’espace de dimension trois, une droite D n’est pas pa- 
rallèle à un plan P. Démontrer que DN P est un singleton. 


Réponse — On a déjà répondu à cette question au Théorème 3.11 p.36 

en nous contraignant à n’utiliser que les Définitions 3.1 et 3.2 données dans 
le plan de la leçon. Voyons une autre façon de répondre à cette question en 
utilisant la machinerie des espaces affines. 
Posons D = D(A, w) et P = P(B, v, w). Les directions de ces sous-espaces 
affines sont D = R% et P = Vect(v, w). Comme D n’est pas parallèle à P, 
on à D CG P, par conséquent l’espace ambiant pi est somme directe de D 
et P (propriétés classique des hyperplans vectoriels) : 


> —  — 
E =D P. 


Des résultats connus concernant les sous-espaces affines montrent alors que : 
- DN P Æ © ([24], Th. 7 ou [28], Question 11): 


— 


— 
- DNA P est un sous-espace affine de direction D N P = { 
[28], Question 11), c’est-à-dire un point. 


_— 
0 


} (24, Th. 5 ou 


Question 3.14 Démontrer que deux plans non parallèles de l’espace de di- 
mension trois s'interceptent toujours suivant une droite. 


Réponse — On à déjà répondu à cette question au Théorème 3.12 p. 37 dans 
la Section 3.2 correspondant au développement de la leçon, en utilisant des 
moyens limités en adéquation avec les Définitions 3.1 et 3.2 que nous avons 
données des droites et des plans de l’espace. 


Il existe d’autres façons de répondre à cette question en utilisant des résultats 
généraux connus concernant les sous-espaces affines, et il n’est pas inutile de 
pouvoir s’y référer pour répondre à une question à l'oral le jour du concours 
Les démonstrations qui utilisent « le côté affine de la force » sont faciles à 
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maîtriser après un entraînement raisonnable. Voici donc une autre réponse 
possible. 
Si les plans P et P' ne sont pas parallèles, leurs directions sont distinctes, 
donc : 
— — —> 
P+P =E. 
= = : : — : : * 
En effet, P Æ P' donc il existe un vecteur uw qui appartient à l’un des plans 
— 
sans appartenir à l’autre, par exemple w € P/\P, et le Théorème 20 de [24] 


donne : 
—> —> — —> x 
É=P@RtvcP+P", 


— 
c’est-à-dire Ë — P+P'. On connaît d’autre part le résultat suivant (démontré 
en [28], Question 11 ou [24], Th. 7) : 


Théorème — Soient F et G deux sous-Spaces affines d’un espace 
affine E, F passant par À et de direction F', G passant par B et 
de direction G: L'intersection FANG n’est pas vide si et seulement 
si AB € F n G, et, dans ce cas, F N G est un sous-espace affine 
de direction FN G. 


. — — + +, — — 
Si l’on note P = A+ P et P’ = P', comme E = P + P', le vecteur AB 
appartient évidemment à P + P', donc P N P' est un sous-espace affine de 

—_ 
direction P N P', de dimension : 


no +  — nn ; 
dim(P + P) = dim P +dimP —- dm(PNP)). 
. . . pre > . Dex EE 

Ainsi 3 = 2 +2 — dim(P N P'), donc dim( P N P') = 1 et les plans P et P' se 
coupent bien suivant une droite. 

Cette méthode convient si l’on travaille dans un espace de dimension n et si l’on 
remplace les plans par des hyperplans. On démontre alors que l’intersection de 
deux hyperplans non parallèles est toujours un sous-espace affine de dimension 
n — 2. 


Question 3.15 Si deux points distincts À et B appartiennent à un même 
plan P, expliquez pourquoi la droite entière (AB) est incluse dans ce plan. 


Réponse — Si À et B appartiennent à un même plan P, et si l’on note 
(&, v) une base de P, il existe des scalaires À, u tels que AB = À X +uv. 
Un point M appartient à (AB) si, et seulement si, il existe v € R tel que 
AM = vAB. Pour un tel point AM = vÂu +vuv € P,et cela signifie 
que M appartient à P. 
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Question 3.16 Si deux plans sont parallèles, montrer que tout plan qui coupe 
l’un coupe l’autre, et que les droites d’intersection sont parallèles. 


Réponse — Soient P et Q deux plans parallèles. Si un troisième plan À 
coupe P suivant une droite D, alors il coupera aussi Q suivant une droite D’. 
Pour le voir, on raisonne par l’absurde : dans le cas contraire R et Q seraïent 
parallèles, et les trois plans P, Q, R seraient parallèles, ce qui est absurde 
puisque PNR = D. 

Les intersections PNR = D et QNR = D' ne sont donc pas vides. Mais alors, 
les directions de ces intersections sont les intersections des directions (résultat 
classique de géométrie affine), autrement dit : 


EE — = 
PnR=D et QnRk=D!. 
RE —  — 
Par hypothèse P = Q, donc D = D'et les droites D et D' sont parallèles. 


Question 3.17 Pouvez-vous démontrer le « théorème du toit » qui s’énonce 
ainsi : si deux plans strictement sécants sont parallèles à une même droite À, 
alors leur droite d’intersection est parallèle à A. 


Réponse — Donnons trois réponses différentes. La première est la plus 
simple quand on on a étudié les espaces affines de manière générale dans 
le cadre d’une axiomatique « espaces vectoriels - espaces affines ». Les deux 
autres réponses sont sans doute celles que le programme de terminale $ (2012) 
suggère de donner pour démontrer ce résultat en utilisant des faits connus 
concernant les droites et les plans de l’espace, ce qui revient à dire que l’on se 
place dans le cadre d’une axiomatique de type Euclide-Hilbert. 


Dans tous les cas, on considère deux plans P et Q sécants suivant une droite d, 
et l’on considère une droite À parallèle à P et à Q. Il s’agit de montrer que A 
et d sont parallèles. 


Première : réponse — _ Par hypothèse ] PN Q= = d _d donc, Pn Q L à. Par 
hypothèse À C P et A C Q, donc À C Pn oO d, et nécessairement 
À = à puisque À et d sont des droites vectorielles. Da À est parallèle 
à d. 

Deuxième réponse (FIG. 3.8(a)) — Dire que À est parallèle à P et à Q 
revient à dire qu’il existe des points (distincts) À et B dans P, mais aussi D 
et E dans Q, tels que les droites (AB) et (DE) soient parallèles à À, donc 
parallèles entre elles. On peut choisir un point / dans PM Q, et l’on constate 
que la droite d’ passant par I et parallèle à A est à la fois dans P et dans Q, 
donc que d' € PNQ = d. Par suite d’ = d est parallèle à À, à (AB) et à (DE). 
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d E 
F 
I 
I 
P E 
E 
À D 
À D 
A (@) 1) 
F1G. 3.8 - Théorème du toit 
Troisième réponse (FIG. 3.8 (b)) — On commence comme dans la réponse 


précédente en affirmant l’existence de deux droites (AB) et (DE) parallèles 
à À, respectivement incluses dans P et Q. On introduit un point F' du plan Q 
non aligné avec À et B. On à donc Q = (DEF). 

Si la droite (DF') était parallèle au plan P, deux droites sécantes de Q seraient 
parallèles à P (les droites (DE) et (DF)), donc P et Q seraient des plans 
parallèles, ce qui est absurde. Donc (DF) coupe P en un point 1. Le point 7 
appartient à Q (puisque dans (DF)) mais aussi à P (par définition), donc 
appartient à PNQ = d. On conclut comme dans la deuxième réponse : la 
droite d' passant par I et parallèle à À est incluse dans PNQ = d, donc 
d' = d, et finalement les droites d, À, (AB) et (DE) sont parallèles. 


Remarque — Le Théorème du toit énonce que le faîte d’un toit est toujours 
parallèle aux bords du toit soutenus par les murs, comme sur la FIG. 3.9. 


A 


D' 


F1G. 3.9 —- Une maison avec un toit! 
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Question 3.18 Un théorème que vous proposez en application s’appelle « théo- 
rème de la perpendiculaire commune ». Deux droites peuvent-elles être per- 
pendiculaires dans l’espace ? De façon générale, quand dit-on que deux sous- 
espaces affines sont perpendiculaires ? 


Réponse — De façon générale, deux sous-CSpaces affines F' et G d’un espace 
affine E, sont dit orthogonaux si F € G+. Ils sont dits perpendiculaires si 
F+C G (page 38). Avec ces définitions, deux droites D et A de l’espace de 
dimension 3 peuvent être orthogonales, mais ne pourront jamais être perpen- 
diculaires, puisque l’orthogonal d’une droite est un plan qui ne pourra jamais 
être inclus dans une droite! 


Mais alors, il y à un hic. En fait les choses sont faciles à comprendre. L’étude de 
la géométrie a commencé par l’étude du plan, puis a été généralisé à l’espace 
de dimension trois, pour être ensuite continuée dans des espaces affines de 
dimensions plus grandes, voire infinie. 


Cette évolution historique bien compréhensible explique que l’on a naturelle- 
ment envie de parler de deux droites coplanaires en utilisant les conventions 
et les définitions qui ont cours dans le plan. On en a bien le droit, quand on 
y réfléchit, puisque deux droites coplanaires sont effectivement dans un même 
plan. Il semble alors naturel de dire qu’en dimension 3, deux droites sont per- 
pendiculaires si elles sont à la fois orthogonales et sécantes. C’est aussi l’usage 
dans les classes du secondaire. 


Les cinq questions suivantes peuvent figurer dans l’exposé sur les 
droites et les plans de l’espace, ou dans celui sur les solides. Si 
l’on ne parle pas de ces constructions au cours de son exposé, il 
n’est pas interdit que le jury en demande une pendant l’entretien. 
Il est donc recommandé de se poser au moins une fois ce type de 
question pendant sa préparation au concours. J'ai choisi ci-dessous 
cinq situations différentes qui permettront de s'entraîner. 


Question 3.19 Un parallélépipède rectangle est dessiné en perspective, posé 
sur un plan P horizontal. Un peu en arrière de ce parallélépipède, on trace un 
segment vertical [HM] (M est au-dessus de H). Une lampe est placée en M, 
à la verticale du point H qui est supposé appartenir à P. Tracer l’ombre du 
parallélépipède sur la table. 
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Réponse — Sur la FIG. 3.10, les droites (HC') et (MD) se coupent en U qui 
appartient au plan P (puisque (HC) est incluse dans P). Le point U est donc 
à l'intersection du plan P et de la droite (MD). C’est l'ombre de D. 

On construit de la même manière les ombres V et W de Get F. Il est alors 
facile d’hachurer l’ombre du parallélépipède sur la figure. 


M 


F1G. 3.10 — Ombre d’un parallélépipède rectangle 
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Remarques — a) Les droites (DG) et (UV) sont parallèles. C’est la 
moindre des choses, puisque le plan (WDG) contient la droite horizontale 
(DG), donc coupe le plan horizontal P suivant une parallèle à (DG). Et cette 
parallèle passe évidemment par U. 

En particulier (MDG) N P = (UV). 


B) J'avais proposé cet exercice à mes élèves du collège de Briey en Meurthe- 
et-Moselle, où j'ai enseigné trois ans comme jeune professeur certifié. L'exercice 
était tiré d’un document de l’IREM de Strasbourg dont je ne retrouve plus les 
références. 


Il y avait d’autres exercices du même genre, en particulier celui-ci qui pouvait 
motiver les élèves : on distribuait un document représentant une église dessinée 
en perspective (figure ci-dessous), on demandait de choisir un point au sol qui 
devait représenter l’ombre du sommet de l’église, puis on demandait si l’on 
pouvait construire, à partir de ces données, l’ombre exacte du bâtiment. 
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Question 3.20 Une pyramide à base rectangulaire OABCD est posée sur un 
plan horizontal IT sur sa face ABC D. On choisit trois points P, Q, R situés 
respectivement sur les arêtes [OA], [OB] et [OC1. 

a) Tracer l'intersection des plans (PQR) et II. 

b) Tracer l'intersection de la pyramide et du plan (PQR). 


O 


Réponse — Les constructions sont faites sur la FIG. 3.11. 


a) L’intersection U des droites (QR) et (BC) est un point de IT qui appar- 
tient à (QR). C’est donc un point de (PQR)N IL. De même, l'intersection V 
des droites (PQ) et (AB) appartient à (PQR)NITL. Ainsi (PQR)NII = (UV). 


b) D’après ce qui précède, l'intersection W de (UV) et (CD) appartient à 
(PQR), donc (WR) C (PQR). Comme W € (CD) € (CDO) et RE (CDO), 
la droite (W_R) est incluse dans le plan (C DO), et coupera (OD) en un point S 
qui appartiendra nécessairement au plan (PQR). L’intersection de la pyramide 
et du plan (PQR) est donc le quadrilatère PQRS. 


Remarques — à) À l'oral, on peut poser abruptement la question b) et 
ne donner l'indication de chercher (PQR) NII que si elle est nécessaire pour 
aider le candidat. 


B) Dans la construction de sections planes d’une pyramide ou d’un parallé- 
lépipède, on retiendra qu’il est bon d’effectuer un tracé hors solide sur un des 
plans qui contiennent une face du solide, ici le tracé de la droite (UV). 


y) Prolongement : on pourra poser la question de trouver la section d’un 
cube par un plan (PQR) où P, Q, R sont des points placés sur des arêtes 
arbitraires du cube. 
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FIG. 3.11 — Section d’une pyramide 


Question 3.21 La figure ci-dessous représente un cube dont un coin a été 
coupé. On a choisi un point U sur une de ses arêtes. Tracer l'intersection du 
cube avec le plan passant par U et parallèle au plan (PQR). 


Réponse — On utilise la propriété suivant laquelle deux plans parallèles 
coupent un troisième plan suivant des droites parallèles entre elles. 
Appelons IT le plan parallèle à (PQR) passant par U, et considérons les nota- 
tions de la FIG. 3.12. 
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F1G. 3.12 — Section d’un cube parallèle à une section donnée 


Le plan IT coupe le plan (EF GH) suivant une droite parallèle à (PR), passant 
par U. Cette droite est facile à tracer, et nous permet d’obtenir le point V 
dans (EF)NII. On recommence : II coupe le plan (ABFE) suivant la parallèle 
à (QR) passant par V, d’où le point W dans (AB)NII. 

Pour obtenir le segment [XY|, il a fallu envisager un tracé hors solide : le 
point S dessiné sur la figure, obtenu comme l'intersection de (VW) et (AE), 
appartient à (AË)NII, donc la trace de IT sur la face (ADHE) sera la parallèle 
à (PQ) passant par S. 


Cette parallèle coupe [AD] en X et [HD] en Y sur la FIG. 3.12, de sorte que la 
section du cube par le plan IT soit donnée par le polygone hachuré UVWXY. 
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Question 3.22 Les points P et Q de la figure ci-dessous appartiennent aux 
faces ABC et ACD d'un tétraèdre ABCD. Comment faire pour construire 
l'intersection de la droite (PQ) et du plan (BCD) ? 


A 


Réponse — Sur la FIG. 3.13, la droite (AP) coupe (BC) en Po, et la droite 
(AQ) coupe (CD) en Qo. Le plan (APQ) a été hachuré. Il coupe le plan 
(BCD) suivant la droite (P6Q0). L’intersection R des droites (PQ) et (P6Qo) 
appartiendra donc (PQ) N (BCD). C’est le point cherché. 


> 


N 


F1G. 3.13 — Points sur des faces d’un tétraèdre 
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Question 3.23 Les points P, Q, R de la figure ci-dessous appartiennent res- 
pectivement aux faces ABC, ACD et BCD du tétraèdre ABC D. On demande 
de tracer la section du tétraèdre par le plan (PQR). 


A 


C 


Réponse — Sur la FIG. 3.14, nous avons tracé l'intersection P de (AP) et 
(BC), et l'intersection Qo de (AQ) et (CD). La droite (P6Qo) est la trace du 
plan (PQR) sur le plan (BCD). La droite (PQ) coupe (P5Qo) en L. La droite 
(LR), incluse dans le plan (PQR), coupe (BD) en U et (CD) en V, qui sont 
donc des points du plan (PQR) situés sur deux arêtes du tétraèdre. 

Il ne reste plus qu’à tracer le point W intersection de (VQ) et (AC), puis le 
point X intersection de (WP) et (AB), pour obtenir les deux autres points 
du plan (PQR) situés sur des arêtes du tétraèdre. 

Finalement, le plan (PQR) coupe le tétraèdre suivant la quadrilatère UVWX 
qui à été hachuré sur la FIG. 3.14. 


Question 3.24 On travaille dans un espace affine de dimension trois. Com- 
ment peut-on prévoir rapidement la position relative de deux plans P et P' en 
regardant uniquement les coefficients de leurs équations cartésiennes ? 


Réponse — Soient ax + by + ez + d = 0 et a/x + by + cz + d' = 0 des 
équations cartésiennes de deux plans P et P' dans un repère donné de l’espace 
que nous pouvons identifier à R°. On a les équivalences suivantes : 


El}: Par É-TKER (alice, dJ=hHabre,d): 

(2) PP! & 3kER (a/,b',c) = k(a,b,c). 

(3) PNP'=S & ER (a/,b',c)=k(a,b,c) et d £ kd. 
(4) (PNP'est une droite) & 4k€R (a,b',c) = k(a,b,c). 
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FIG. 3.14 - Plan de coupe défini par des points sur les faces 


(1) provient du fait que deux plans sont égaux si et seulement si les coeff- 
cients qui interviennent dans leurs équations cartésiennes sont proportionnels 
(Théorème 3.9 p.34). 


(2) provient du fait que les directions de P et P' sont les plans vecto- 
riels d'équations ax + by + cz = 0 et a/x + by + cz! = 0, et qu'il est bien 
connu, en algèbre linéaire, que deux telles équations représentent le même 
plan vectoriel si, et seulement si, les suites (a/,b/,c') et (a,b,c) sont propor- 
tionnelles (Question 3.30 p. 68), ce qui équivaut à l'existence de k € R tel que 
(a’,b',c) = k(a,b,c), puisque (a, b,c) £ (0,0, 0). 


(3) On sait que P N P' = S si et seulement si P et P' sont strictement 
parallèles, c’est-à-dire parallèles mais différents. Le parallélisme se traduit par 
l'existence d’un scalaire k tel que (a/,b',c') = k(a,b,c) d’après (2), et l’affir- 
mation P Æ P' se traduit par d' Æ kd d’après (1). 

(4) On sait que deux plans non parallèles se coupent suivant une droite 
(Question 3.14 p.51). En fait cette implication est une équivalence puisque 
deux plans qui se coupent suivant une droite ne peuvent pas être parallèles. 
On peut donc utiliser (2) pour écrire : 


(PN P' est une droite) &  P non parallèle à P’ 
& AkER (a,b',c)=k(a,b,c). 


Question 3.25 Trouvez une condition nécessaire et suffisante portant sur les 
coordonnées de quatre points À, B, C, D de l’espace affine R? pour que ces 
quatre points soient coplanaires. J'ustifiez. 
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Réponse — On sait que le sous-espace affine engendré par les points À, B, 
C, D est V = À + Vect(AB, AC, AD). On peut donc dire que À, B, C, D 
seront coplanaires si et seulement si ce sous-espace affine V peut être inclus 
dans un plan, c’est-à-dire dim Vect(AB, AC, AD) < 2. Cela équivaut à la 


—= 
nullité du déterminant det(AB, AC, AD). On vient de justifier les équivalences 
suivantes : 


—> —> — 
À, B, C, D coplanaires + dim Vect(AB, AC, AD) < 2 
—> — — 
& (AB, AC, AD) lié 


Question 3.26 Soit E un espace vectoriel (non nécessairement de dimension 
finie). Soit H un sous-espace vectoriel de E. Montrer que les propriétés sui- 
vantes sont équivalentes : 

(i) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle. 

(ü) Il existe une droite D telle que E = HG D. 
Comment appelle-t-on H dans ce cas ? Si E est de dimension finie, quelle est 
la dimension de H ? 


Réponse — e Soit K le corps des scalaires de £. 


[(G) = ü)] Si À = Ker{, où { est une forme linéaire non nulle, et si a € E\H, 
montrons que E = H@ Ka. Soit ue E. Siu=h+AaavecheHetÀEeK, 
alors {(u) = Aa), donc À = {(u)/l(a) (ce qui a un sens puisque (a) Z 0, le 
vecteur à n’appartenant pas à H). On en déduit que : 


Si la décomposition de u dans la somme H + Ka existe, on vient de démontrer 
qu’elle est unique et donnée par : 


Pour conclure à l’existence d’une telle décomposition, il ne reste plus qu’à 
vérifier que la décomposition (+) est bien celle du vecteur u dans H + Ka. 
C’est vrai puisque : 


ur = Î(u no a) = 
10 i(a) ) A Mere 
I(u) l(u) 


montre que u — TOLAS H, et que bien sûr Ta) € Ka. 
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[(Gi) = 1] Si E = HD où D = Ka est une droite vectorielle (a € E\{0}), 
l'application : 
wo: D — K 
Xe H À 


est un isomorphisme d’espaces vectoriels. La projection vectorielle r sur D 
parallèlement à H est définie par : 


mr: E=H@D — E 
u=h+d + d. 


Alors l’application ! = $6or : E — K est linéaire comme composée de deux 
applications linéaires, à valeur dans K, non nulle et de noyau H comme on le 
désire. 


e Un sous-espace vectoriel H de ÆE qui vérifie l’assertion (i) ou l’assertion 
équivalente (ü), est appelé un hyperplan. Si E est de dimension finie, le Théo- 
rème du rang donne : 


dim Æ£ = dim Ker{ + dimIm!{ = dim H +1 


puisque Im / est de dimension 1 (c’est un sous-espace vectoriel de K, donc de 
dimension 0 ou 1, mais comme { n’est pas l’application nulle, dim Im! # 0). 
Donc dim H = dim£E — 1. 


Question 3.27 Soit E un espace vectoriel sur le corps commutatif K, non 
nécessairement de dimension finie. Si H est un hyperplan de E, montrer que 
pour tout vecteur a n’appartenant pas à H, on a E = HG Ka. 


Réponse — Par définition, un hyperplan de Æ est le noyau d’une forme 
linéaire non nulle définie sur E. Si H est un hyperplan de E, il existe donc 
une forme linéaire | : E — K telle que H = Kerl. Si a € E\H on démontre 
alors que E = H 6 Ka en procédant comme dans la preuve de l’implication 
[() = ü)] de la Question 3.26. 


Question 3.28 On considère un espace vectoriel E. Montrer que deux formes 
linéaires sur E définissent le même hyperplan si et seulement si elles sont 
proportionnelles. On proposera une solution lorsque E est de dimension quel- 
conque, éventuellement infinie, et une autre solution quand dim E = 3. 


Réponse — On nous demande deux réponses, la première dans le cas général, 
et la seconde quand dim £ = 3. Soit K le corps des scalaires de Æ. 


Première solution — Par définition, un hyperplan de l’espace vectoriel E 
est le noyau d’une forme linéaire non nulle. Supposons que l’hyperplan H 
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s’écrive H = Kerl = Kerl' où { et l’ sont des formes linéaires non nulles. 
Choisissons un vecteur non nul a quelconque n’appartenant pas à H. On sait 
que E = H@& Ka (Question 3.27). Tout vecteur u de E s’écrit donc de manière 
unique sous la forme u = h+ Aa avec h € H et À € K. Mais alors { (u) = A(a) 
et l'(u) = AM'(a), donc : 


On peut donc écrire : 


VueE lu) = 


puisque l'égalité annoncée est évidente quand uw appartient à H (puisqu’alors 
[(u) = l’(u) = 0), et vraie quand « est colinéaire à a. Cela démontre que 
[= N' avec À — [(a)/l'(a), et signifie que l et l’ sont proportionnelles. 


Réciproquement, si Let l’ sont proportionnelles, il existe un scalaire À tel que 
1 = N', et comme À 4 0, 


L(u) =0 & l'(u) =0, 


autrement dit H = Kerl = Ker{l’ et les formes linéaires { et [/ définissent le 
même hyperplan. 


Seconde solution — Ici dim E = 3. Si H = Keri = Kerl’ où : 
F2 E — K et l': E — K 
u(x,y,z) + ax +by+cz u(x,y,2) + ax+by+cz 
sont des formes linéaires non nulles, alors : 
ax(—-b)+bxa+cx0=0 — (—-b,a,0)Ee Kerl 
= (-b,a,0) € Kerl’ 
= a x(-b)+b x a=0 


donc : 
= 0. 


Il suffit de recommencer en partant de a x 0 + b x (—c) + c x b = 0 et de 
ax(—-c)+bx0+cx a = 0, pour obtenir —bc + cb = 0 et —-a'c+ ca = 0, 
soit : 

b b! 


c c 


a 
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Ainsi : 
b b! 
c € 


C: "€ 
y | =0 
@4 & 


et cela montre que les suites (a, b,c) et (a/,b',c) sont proportionnelles. Comme 
(a!,b',€) Z (0,0,0), il existe donc un scalaire À tel que : 


(ab; 6) = À (a’, b',c') 
d’où : 
l(x,y,z) = ax +by+cz 


X(a'x +b'y+ cz) 
AE USE) 
pour tout (x,y,z) € E, ce qui prouve que { = NW’, autrement dit que les formes 


linéaires / et l’ sont proportionnelles. La réciproque se montre comme dans la 
première solution. 


Question 3.29 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 3 rapporté à 
une base B = (e1,e2,e3). On considère les formes linéaires let l' définies par 
L(x,y,z) = ax +by+ecz et l'(x,y,2) = ax +bly+cz. Montrer que l et l’ sont 
proportionnelles si et seulement si les suites (a, b,c) et (a',b',c') le sont. 


Réponse — Si (a, b,c) = (0,0,0), c’est-à-dire si { est la forme linéaire nulle, 
l’équivalence annoncée est évidente car ! = OÙ et (a,b,c) = 0 x (a/,b',c'). Dans 
toute la suite du raisonnement, je peux donc supposer que (a, b,c) ZÆ (0,0,0). 


(=) Si let l’ sont proportionnelles, il existe À € R tel que {/ = À, donc pour 

tout (x,y,2) € R° : 
ax +b'y+ cz = X(ax + by + cz) 
c’est-à-dire : 
(a — Xa}x + (8° — Xb)y + (c — Àc)z = 0. 

Il suffit de remplacer (x, y, z) successivement par (1,0,0), puis (0, 1,0), et enfin 
(0,0,1), pour obtenir a! = Aa, b = Ab et « = Àc, d’où (a/,b',c) = X(a,b,c). 

(=) S'il existe À ER tel que (a/,b',d) = À(a,b, c), alors : 


V(x,y,2)ER l'(x,y,2) ax +by+ cz 
X(ax + by + cz) 


AL (x, y, 2) 
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donc l’ = À, et les formes linéaires l et l/ sont proportionnelles. 


Remarque — Une autre façon de répondre à la question consiste à noter 
qu’avoir L(x,y,z) = ax + by + cz pour tout (x,y,z) € R° revient à écrire 
| = aeï + be + ceï où (eï,e5,e3) désigne la base duale de B = (e1,e2,e3). 
Le triplet (a,b,c) est donc égal au triplet des coordonnées du vecteur { dans 
la base (eï,e5,eï) de l’espace dual E* de ÆE. Il est alors bien connu que deux 
vecteurs let l’ de E* seront colinéaires si et seulement si les deux suites (a, b, c) 
et (a’,b',c) de leurs coordonnées dans une même base sont proportionnelles. 
Pour vérifier que { = aeï + beï + ceï, il suffit de remarquer que pour tout 
U = Te] + Ye +2e3 € E, 


* 


ei (u) = eï (ve + yez + ze3) = mei(e1) + yei(e2) + zeïi(ez) = x 


puisque e*(e;) = d;; (symbole de Kronecker), et que l’on a de la même manière 
es (u) = y et eï (u) = z. Cela permet d'écrire : 


Vu = ze + ye2 + ze3 € R° L(u) = ax + by + cz 
aeï (u) + bes (u) + ce; (u) 
= (aeï + beï + ceñ) (u) 


et de déduire que { — aeï + beï + cex. 


Question 3.30 Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E sur R, de di- 
mension finie n. 

a) Que peut-on dire de l’orthogonal de H pour la dualité ? 

b) Si P et Q sont des hyperplans de E définis comme les noyaux de formes 
linéaires f et g, en déduire l’équivalence : 


P=Q & fetg sont proportionnelles. 


Réponse — a) L’hyperplan H est défini par une forme linéaire non nulle {, 
autrement dit H = Kerl, et il est alors facile de vérifier que l’orthogonal H+ 
de H (pour la dualité) est égal à la droite vectorielle R{ de vecteur directeur L. 
Donnons deux façons différentes de rédiger la preuve de cette affirmation. 


Première rédaction — L'orthogonal H+ de l’hyperplan H est de dimension 
dim H+ = n—dim 4 = 1. C’est donc une droite vectorielle. Comme H = Ker!, 
pour tout x € H on a {(x) = 0, donc ! € H+., et l sera un vecteur directeur 
de la droite HT. Par suite H+ = RI. 
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Seconde rédaction — Les équivalences ci-dessous sont triviales : 
peHt & VreH o(x)=0 
& H=Ker! CKerv 
& 4=0ou Keri = Kerv 
yw = 0 ou (2 € R* tel que 4 = À) 
& peERl,. 


D'Or 
P=Q Pi =Q+ Rf = Rg f et g sont proportionnelles. 


Question 3.31 Dans un espace vectoriel E de dimension finie, on consi- 
dère m hyperplans H:, .…, H,, définis comme les noyaux des formes linéaires 
non nulles l1, .…., lin. 

a) Quelle est la dimension de l'intersection Hi N...1N H, ? 

b) Avez-vous une idée de la façon dont on peut démontrer cette formule ? 


Réponse — a) On sait que dim AN... Hy = n—rg(l1,..,lm) où n désigne 
la dimension de E, et rg(l1,.…., ln) le rang des m formes linéaires /; (15). 


b) Première solution — Considérons une base e = (e1,.…,e,) de E, et ap- 
pelons e/ = (e!,.….,e,,) la base canonique de R”. L'application : 


f: E — R7 
z + ‘(Hi(x),.….,bn(t)) 


est linéaire, de noyau Ker f = H1"N..1N H,,, et le Théorème du rang donne 
dim(HiN..NHm) =n-—7rg f. Pour conclure, il reste seulement à montrer que 
re f =rg(l,...lmn). Chaque forme linéaire |; s'écrit : 


n 

* 

li; = ) ik 
k=1 


* 


dans la base duale e* = (eï,...,e*) de e. Les coordonnées de |; dans la base 


ul 
duale e* sont donc (@;1,.…., &in), €t : 


11 .... ... An1 
a12 Gn2 

Élu) = 18 | . = rg(M), 
Ain ‘°* SH Ann 


1611 s’agit bien du rang d’un système de vecteurs qui appartiennent à un espace vectoriel, 
dans le sens usuel, puisque une forme linéaire {; « vit » dans un espace vectoriel, à savoir 
l’espace vectoriel dual E* de E. 
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où l’on pose M = (a;;). Par ailleurs : 


li(e;) 1j 1 0 
f(e;) = | = | = 1j +. + Am | ; 
late) Qmj 0 1 


donc f(e;) = a1je1 +... + aämje. Cela prouve que M est la matrice de f dans 
les bases e au départ et e/ à l’arrivée, d’où : 


rise) te (M) re More f: 


Seconde solution — Chaque hyperplan H; est défini comme étant le noyau 
d’une forme linéaire non nulle /;. Autrement dit, H; — Ker/;. L’orthogonal 
de H; pour la dualité est alors HE = RI; (voir Question 3.30), et l’on peut 
écrire : 

dim(HiN.NHm) = n-dimHin..NHn)t 

= n-dim(Hi+..+Hi) 

n — dim(Ri +... + Rim) 

n — dim(Vect(l1,.….,lm)) 
= = this be) 


Remarque — La relation dim HN... Hy =n-—Trg(l1,.…,lm) montre que 
lon a toujours dim A1 N...1N H,, > n — m, et que les formes linéaires l1, …, 
Im sont indépendantes si et seulement si dim NN H,, =n-m. 


Question 3.32 Dans l’espace, on considère deux parallélogrammes ABCD et 
A'B'C'D', et l’on trace les milieux I, J, K et L des segments [AA'T, [BB], 
[CC"] et [DD], 

a) Montrer que IJKL est un parallélogramme. 

b) Montrer que les centres de symétrie O, O’ et Q des trois parallélogrammes 
ABCD, A'B'C'D' et IJKL sont alignés. 


Réponse 3.32 | 17 à) La FIG. 3.15 suggère d'utiliser des vecteurs pour 
écrire : 


— 


— —> —> —— 
IJ = TA + AB + BJ 
> —> —> 
IJ =1A'+ A'B'+B'J 


.,. . Eee pe Te 
et additionner membre à membre pour obtenir 21J = AB + A'B' (1). 


1TCet exercice est tiré d’un manuel de terminale : [18], ex. 108 p. 287. 
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— > 
On recommence avec LK : 


LKk =LD+DC+CK 
—> — ——> —— 
LK = LD! + D'C'+C'K 


d’où 2LK = DC + D'C' (2). Comme AB = DC et AB! = DC", (1) et (2) 
—> — — — 

montrent que 21J = 2LK, donc que 1J = LK, et le quadrilatère 1JKL sera 

bien un parallélogramme. 


FIG. 3.15 — Trois parallélogrammes 


b) On a : 


00 = Of + IÀ + AO 

00 = OK + KC + CO 

— —  — ——> 

Q0' = QÎ+1À + AO 
— 

(00! = OK + KC' + C'O. 


. . . D à at à — . 
Il suffit d’additionner membre à membre pour obtenir 200 + 200’ — 0, soit 


— —— 
OQ = AQO'. Cela montre que { est le milieu de [OUO’T, donc que les points O, 
Q, O' sont alignés. 


Question 3.33 Qu'’appelle-t-on « équations cartésiennes » d’une droite dans 
un espace de dimension 3 ? [On remarquera que le pluriel dans « équations 
cartésiennes » ne s'entend pas à l'oral !] 


Réponse — Une droite d’un espace de dimension 3 est l’intersection de deux 
plans, par conséquent les équations cartésiennes qui définissent une droite sont 
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la donnée de deux équations de plans, chacune de ces équations étant de la 
forme ax + by + cz + d = 0 avec (a, b,c) Æ (0,0,0). Par exemple : 


2x + Ty—2z+2—=0 
T+y—-32+5—=0 


sont les équations cartésiennes d’une droite de R°, puisque les plans d’équa- 
tions 2x + 7y—2+2=0etx+y—32+5—0 ne sont pas parallèles. 


Question 3.34 Toutes les équations de plans affines dans R° sont-elles de la 
forme ax + by + cz + d = 0 avec (a, b,c) Æ (0,0, 0) ? 


Réponse — Non, mais ce sont les meilleures qu’on puisse trouver ! L’équation 
(2x + 3y — 7 +4)? = O0 représente un plan, et on peut en trouver d’autres 
beaucoup plus difficiles à décrypter, par exemple en développant et simplifiant 
le membre de gauche de l'équation (27+3y—7+4)16+17(2x+3y—7+4){ = 0. 


3.4 Approfondissements 


3.4.1 Que dit le programme de terminale S ? 


La part de la géométrie dans les enseignements scientifiques du lycée a diminué 
avec la réforme 2010. 


L'accent est régulièrement mis sur l’utilisation de logiciels de géométrie dy- 
namique, sur l’observation, et sur la création de petits programmes informa- 
tiques pour enseigner l’algorithmique. Tout cela rend, selon moi, le travail du 
professeur plus difficile compte tenu des réductions horaires imposées à notre 
discipline et de l’ambition de conserver, autant que possible, toutes les com- 
pétences classiques concernant le raisonnement et l’acquisition d’un contenu 
disciplinaire de qualité. 

Sur des horaires réduits à l’extrême, il me semble illusoire de croire que l’on 
puisse atteindre des objectifs si disparates. Aller décrocher la lune pour la 
déposer sur un plateau serait sans doute aussi un objectif souhaitable pour 
nos élèves de terminale S... 


Quoi qu'il en soit, le programme de géométrie de la classe de terminale $ doit 
être bien lu et mémorisé pour ne pas commettre d’impair, à l’oral du CAPES 
surtout. 


Dans la partie du programme 2012 de terminale S [45] consacrée à la géo- 
métrie dans l’espace, on indique que l’objectif principal est de « rendre les 
élèves capables d'étudier des problèmes d’intersection de droites et de plans, 
en choisissant un cadre adapté, vectoriel ou non, repéré ou non ». 
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Il s’agir d'étudier les positions relatives de droites et de plans, et de savoir 
quand deux droites, ou une droite et un plan, sont orthogonaux. Le cube est 
considéré comme une « figure de référence pour la représentation des positions 
relatives de droites et de plans », ce qui explique les questions posées dans 
l'épreuve d’oral 2 du CAPES en 2011 et 2012 proposées dans la Section 3.4.3 
p. 74. 


On apprend à « décomposer un vecteur de l’espace en fonction de trois vecteurs 
non coplanaires » et à « utiliser des coordonnées pour traduire une colinéarité, 
caractériser un alignement ou déterminer une décomposition de vecteurs ». On 
introduit et l’on approfondit la notion de représentation paramétrique d’une 
droite ou d’un plan. 


Le dernier item du programme s'intéresse au produit scalaire de deux vecteurs 
de l’espace (définitions et propriétés) présenté comme une généralisation de ce 
qui a été fait dans le plan en première, ce qui permet de parler des vecteurs 
normaux à un plan et de démontrer d’autres résultats sur les plans et les 
droites. 


La leçon de CAPES sur les droites et les plans de l’espace peut donc être 
travaillée en exploitant des manuels de terminale $S et en y puisant des activités 
et des exercices intéressants. 


On retiendra la possibilité d'utiliser un logiciel de géométrie dynamique comme 
Geoplan-Geospace® pour projeter une activité du livre pendant sa prestation 
orale, comme par exemple : 


TP n°13 p. 238 du livre de terminale $ de la collection Déclic [18]. 
Placer trois points À, B, C dont les coordonnées sont données. 
Tracer la droite D passant par C de vecteur directeur w# (donné 
par ses coordonnées), puis choisir un point M sur D. Tracer le 
centre de gravité G du triangle ABM. Déterminer alors le lieu des 
points G lorsque le point M décrit D. 


3.4.2 Au sujet de la perspective cavalière 
» La perspective cavalière permet de représenter des objets de l’espace sur 
une feuille en respectant deux règles : 


- la conservation du parallélisme, 
- la conservation des rapports de points alignés, 


et un certain nombre de conventions : 


- les segments cachés sont représentés en pointillés et les segments visibles 
en traits pleins. 
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- deux droites sécantes sont représentées par deux droites sécantes, mais en 
revanche deux droites sécantes sur le dessin peuvent ne pas l’être réellement 
dans l’espace. 

- dans un plan frontal les grandeurs (angles, distances...) sont conservées, 
mais ce n’est pas le cas dans un plan non frontal où les grandeurs et l’ortho- 
gonalité sont faussées. 

- un plan est habituellement représenté par un parallélogramme, c’est-à-dire 
un rectangle fuyant vu en perspective, et il est important de savoir dessiner un 
plan de cette façon au tableau. Le jury peut très bien demander au candidat de 
tracer deux plans sécants au tableau, à main levée, et ne pas savoir répondre à 
cette attente peut facilement être considéré comme éliminatoire, qu’en pensez- 
vous ? 


» Les Questions 3.19 à 3.23 montrent comment résoudre certains tracés en 
perspective cavalière, ce qui permet de mieux appréhender l’espace et de bien 
comprendre certains résultats importants concernant les interactions entre 
droites et plans. 


De tels exercices permettent d'utiliser ce que l’on sait des positions relatives 
des droites et des plans. Ils permettent d’utiliser des résultats cruciaux, et en 
particulier les trois propriétés suivantes qui ont été employées dans la quasi- 
totalité des problèmes de tracés que l’on a traités : 


- Si deux points distincts À, B appartiennent à un même plan, la droite 
(AB) est incluse dans ce plan. 


- Si deux plans sont parallèles, tout plan qui coupe l’un coupe l’autre, et les 
droites d’intersection sont parallèles. 


- Si deux plans sécants sont parallèles à une droite D, leur droite d’intersec- 
tion est parallèle à D (théorème du toit). 


Les démonstrations de ces résultats sont considérées comme évidentes dans la 
plupart des cas, quand l’interlocuteur suppose que l’on connaît bien la struc- 
ture affine, mais il ne faut pas rester sans voix si l’on doit répondre à une 
demande d’explications au tableau pendant l’oral d’un concours. Il faut re- 
prendre ses esprits, bien utiliser le cadre dans lequel on à envie de se placer, 
et raisonner comme dans les Questions 3.15, 3.16 et 3.17. 


3.4.3 Deux exercices-types d’oral 2 


» L'exercice suivant a été proposé dans un dossier d’oral 2 du CAPES 
externe 2011. Dans ce dossier, on demandait ensuite d’analyser les réponses 
des élèves, de proposer une correction de la quatrième question, et de présenter 
deux ou trois exercices sur le thème de la géométrie dans l’espace dont l’un au 
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moins devait permettre de remédier aux difficultés de l’élève qui répond dans 
la seconde partie. 


Cet exercice est intéressant car il nous demande de valider ou d’infirmer des 
affirmations simples que « tout le monde » peut comprendre. Ce faisant, 
il oblige à raisonner en utilisant des résultats considérés comme acquis en 
géométrie de l’espace, et montre le danger qu’il y aurait à réciter trop vite des 
résultats appris qui ne sont valables qu’en géométrie plane, ce que feront à 
coup sûr beaucoup d'élèves avant d’être amenés à réaliser que les choses sont 
quand même bien différente dans l’espace. 

Les questions de cet exercice peuvent être posées à un candidat pendant l’en- 
tretien qui achève l’un ou l’autre des oraux du CAPES, aussi est-il important 
d'apprendre à y répondre et à réagir convenablement si l’on doit chercher une 
solution au tableau. 


Exercice 3.1 Soient ABCDA'B'C'D' un cube, et I, J, K les milieux des 
arêtes [AB], [BB] et [CC"]. 


D' C' 


1) Indiquer pour chacune des affirmations suivantes si elle est vraie ou fausse 
en justifiant votre réponse : 

a) Les points 1, J, K sont alignés. 

b) Les droites (AC) et (A’'K\) sont sécantes. 

c) Les droites (1J) et (A'D') sont parallèles. 

d) Les droites (AJ) et (DK) sont parallèles. 


2) Commentez les réponses ci-dessous données par un élève : 

a) Les points I, J, K ne sont pas alignés car il n’appartiennent pas tous au 
même plan. 

b) Les droites (AC) et (A'K) sont sécantes car elles ne sont pas parallèles. 

c) D' n’est pas sur la face ABA'B" donc les droites (IT) et (A'D') ne peuvent 
pas être parallèles. 

d) Les droites sont parallèles car elles appartiennent à deux plans parallèles. 


Solution — 1.a) FAUX - J et X appartiennent au plan (BCC"B'), donc la 
droite (JK) est incluse dans ce plan. Si les points 1, J, K étaient alignés, 7 
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appartiendrait à (JK), donc aussi au plan (BCC"B!), ce qui est absurde (en 
effet, comme J se projette orthogonalement sur le plan (BCC"B') en B, si I 
appartient à (BCC"B'), alors I = B, ce qui est absurde). 


1.b) VRAI - Les droites (AC) et (AK) sont coplanaires puisque les droites 
(AA) et (C'K) sont parallèles. Etant coplanaires, elles ne peuvent qu'être 
sécantes ou parallèles. Il est facile de voir que ACC"A' est un rectangle (en 
effet, (44”) est perpendiculaire à P = (ABCD), donc à la droite (AC) qui est 
incluse dans ce plan, et AÂ' = CC" donc ACC'A! est un parallélogramme qui 
possède un angle droit, c’est-à-dire un rectangle). Si (AC) et (AK) étaient 
parallèles, on aurait donc X = C”, ce qui est faux. Conclusion : (AC) et (A’K) 
sont sécantes. 


1.c) FAUX - Les points 4’, 7, J sont coplanaires car ils appartiennent au 
plan (ABB'A'). Si les droites (1J) et (A'D") étaient parallèles, le point D’ 
appartiendrait au plan (ABB'A'), ce qui est absurde. 


1.d) VRAI — Par hypothèse AD BC — TK. donc ADKJ est un parallé- 
logramme. On en déduit que les droites (AJ) et (DK) sont parallèles. 


2.a) L'élève confond alignement et coplanarité. De plus il ne réalise pas que 
trois points quelconques de l’espace sont toujours coplanaires. 


2.b) L'élève applique un résultat vrai en géométrie plane, mais qui devient 
caduque dans l’espace de dimension 3. Il faudra lui rappeler que, dans l’espace, 
il existe des droites qui ne sont pas parallèles et qui ne s’interceptent pas. 


2.c) Le raisonnement est juste. L'élève sous-entend seulement qu’il utilise 
un raisonnement pas l’absurde (matérialisé par la contraposée de l’affirma- 
tion qu’il énonce), et il serait intéressant de voir ce qu'il répondrait si on lui 
demandait de préciser sa démonstration. 


2.d) L'élève fait une grave erreur : il faudra lui montrer que, dans l’espace, 
deux droites qui appartiennent à des plans parallèles ne sont pas forcément 
parallèles. 


» L'exercice 3.2 qui suit, posé à l’oral 2 du CAPES externe 2012 (thème : 
géométrie dans l’espace), montre intérêt qu'il y a à appliquer le Théorème de 
Thalès et sa réciproque dans des configurations de l’espace, en particulier pour 
montrer que deux plans sont parallèles (les plans (1JK) et (l'J'K") introduits 
pour répondre à la dernière question) et utiliser cette information. 


Avoir une bonne habitude des représentations spatiales est un atout pour 
raisonner sur le cube dans cet exercice. Le voici : 
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Exercice 3.2 La FIG. 3.16 représente un cube dont l’arête mesure 1 cm. On 
place les points I, J, K sur les arêtes [FG, [FE], [FB] tels que FI = FJ = 
FK =xoùxe]0,1]. 

a) Quelle est la nature du triangle IJK ? Preuve. 

b) Déterminer le volume du tétraèdre FIJK en fonction de x. 

c) La perpendiculaire menée par F au plan (1JK) coupe ce plan en un 
point M. La hauteur FM du tétraèdre FIJK est-elle proportionnelle à la 
mesure de la longueur FI ? 

On s’attachera à répondre à ces questions comme on le ferait devant des élèves 
de seconde. 


FIG. 3.16-FTl=FJ=FK=3x 


Solution — a) On a : 
FI FJ 
Ta dE 
donc la réciproque du Théorème de Thalès montre que (1J) est parallèle à 
(GE), et le Théorème de Thalès dans le triangle nous assure que : 


FI IJ 


FC GE À 


Comme GE = 4/2, on trouve 1J = xV2. On démontrerait de la même manière 
que les longueurs JK et KI sont égales à xV2, donc 1JK est équilatéral. 


b) On passe du tétraèdre FGEB au tétraèdre FIJK par une réduction, le 
facteur de réduction!® étant x. Le volume Vrryr du tétraèdre FIJK est donc 


18 Les effets d’un agrandissement ou d’une réduction sur les aires et les volumes sont étudiés 
en 3°. Ici, on utilise une homothétie de centre F. 
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égal à x° fois le volume Vrcgg du tétraèdre FGEB. Si l’on note Q le centre 
de gravité du triangle équilatéral GEB, on constate que la hauteur hk de GEB 
vaut : 


rnb ie 
2 2 
et donc que : 

2 V6 V6 
RER D RES 
3° 2 3 

L’aire de GEB est : 
V2xh +3 
SRE De: 


Le point ( est le projeté orthogonal de F sur le plan (GEB). D’après le 
Théorème de Pythagore, EF? = EQ + QF?, donc : 


D 
QF?=EF-EN-=1---- 
+ à 
donc QF = 1/3. Par suite : 
y _ AcxQF 1, V8, le À 
FGEB — 3 3 9 3 6 


et VriJK = x /6. 


F1G. 3.17 — Imaginer la situation dans l’espace 


c) Traçons d’autres points 1’, J', K' en suivant la construction de l’énoncé 
pour une autre valeur x’ de x, et notons M' l'intersection du plan (1”J'K”) et de 
la perpendiculaire à ce plan issue de F (FIG. 3.17). Les plans (1JK) et (T'J'K?) 
sont parallèles puisque le Théorème de Thalès impose d’avoir (1J) //(1'J") et 
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(JK) // (J'K"), et que les droites (1J) et (JK) sont dans le plan (1JK), tandis 
que les droites (1’J") et (J'K”) sont dans le plan (1'J'K”). 

On en déduit que la perpendiculaire À à (1JK) issue de F sera aussi perpen- 
diculaire à (l'J'K"), et donc que les points F, M et M' seront alignés. Le plan 
(MFT) contiendra donc les points M, F, I, l', M', et coupera les plans (1JK) 
et (l!'J'K") respectivement en (MT) et (M'I'). Comme (1JK) et (l'J'K7) sont 
parallèles, on en déduit que (MT) // (M'I'), et l’on peut appliquer le Théorème 
de Thalès dans le triangle M'FT' pour obtenir : 

FM FI x 


EM ET x 


Cela montre que FM reste proportionnelle à FI quand x varie. 


3.4.4 Retour sur l'intersection de deux droites 


Le Théorème suivant, toujours vrai dans un espace affine E de dimension finie 
quelconque supérieure à égale à 1, a le mérite de traduire les situations suivant 
lesquelles deux droites son sécantes ou pas : 


Théorème 3.19 L'’intersection de deux droites est soit vide, soit un singleton, 
soit une droite. Plus précisément, si D = D (A, w) et D' = D(A', x’) : 

1) Si AA & Vect(w, w'), alors DN D! = G. 

2) Si AÂ € Vect(w, uw’), alors D = D' ou DA D' est un singleton. 

3) Les réciproques des affirmations précédentes sont vraies. 


—> 
Preuve — 1) Si A4! é Vect(w, u’) et M € DND', il existe des réels a, B tels 
Ant > à ANT 1) pur — — : : 
que AM = aù et AM = Bu’. Dans ce cas A4’ = Qu — Bu’ appartiendra à 
Vect(w, u’), ce qui est absurde. 
— — 
2) Par hypothèse A4’ = a uw +B'u’. Soit I tel que AÏ = a. Alors 14 — Ba! 
et IE DA D". De deux choses l’une : 
x Si (w, u”’) est lié, alors D = D(I, w) = D(I, w') = D’. 
x Si (w, uw’) est libre alors D £ D'. Si M est un point quelconque de DN D, 
ET — ! 1) 2 : 
alors AM = «x et A'M = Bu’. On en déduit : 


—> 
AA =du-Bu =au+psu = (a/,8) =(a,-B) = M=I, 


donc DND' = {I}. 


3) est une conséquence des implications 1) et 2). m 
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3.4.5 Appui sur trois droites parallèles à un plan 


On propose ici un exercice qui prépare plutôt à l’écrit du concours. Le but est 
de réfléchir sur les droites qui intercepteraient trois droites données parallèles 
à un plan donné à l’avance. 


Exercice 3.3 Appui sur 3 droites parallèles à un plan 
Dans l’espace affine de dimension trois, on considère trois droites Di, D2 et Da 
non coplanaires deux à deux, et faiblement parallèles à un plan P donné. 


1) Soit À un point de D1. Montrer qu'il existe un point B de D2 et un 
point C de D3 tels que les trois points À, B et C soient alignés. Ces points B 
et C sont-ils uniques une fois À firé ? 


2) Démontrer que les droites À qui coupent simultanément Di, D2 et D3 
restent faiblement parallèles à un certain plan. 


Solution — 1) On peut supposer que À appartient à P quitte à remplacer P 
par le plan parallèle à P et passant par A. Cela ne restreint pas la généralité 
du problème. Aïnsi P contient Di. 


Première solution 


Analyse — Si les trois points À, B, C existent, C appartient à l’intersection 
de D3 et du plan Il4», contenant À et D. 


Synthèse — On se réfère à la FIG. 3.18. 


Première étape — On montre que la droite Da n’est pas faiblement parallèle 
au plan Il41 p,, de façon à ce que l’on puisse définir le point C intersection de D3 
et II A Do: 

On raisonne par l’absurde. Si D3 était faiblement parallèle à IL 4 p,, Ds appar- 
tiendrait à ü A,D2 © et à P, donc à l'intersection II A,De NP. Mais par hypothèse 
on à aussi Da C T'a2e N F: 

Les plans TI A,D2 €t P ne sont pas parallèles (autrement comme les plans 
affines P et Il41,», passent par À, ils seraient égaux et D: serait incluse dans P, 
ce qui ne se peut pas puisque les droites Di et D2 ne sont pas coplanaires). 


Donc IT 1», N P est une droite, et : 
— — — —? 
D3 = I4n,N P = Do, 


mais cela est impossible puisque D; et D3 ne sont pas coplanaires. En conclu- 
sion D3 coupe le plan Il4 », en un point que nous appellerons C. 
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FIG. 3.18 — Un dessin donne des idées 


Deuxième étape — Les droites (AC) et D2 sont coplanaires (elles sont incluses 
dans le plan 114 p,) et non parallèles (sinon (AC) //D»2 et Da C P montrent 
que la droite (AC) est faiblement parallèle à P, d’où l’on tire C € P, puis 
D3 = C+ D: cC+ P=ep Mais alors D3 et D: seraient incluses dans P, ce 
qui est absurde) donc se coupent en un unique point B. 


En conclusion À € D, B € Do, CE D3 et À, B, C' sont alignés. 


Unicité — L'analyse a montré que © ne pouvait être qu’à l’intersection 
de D3 et de Il1,p,, et l’on a vérifié que cette intersection était un singleton. 
Les points C et B sont donc uniques une fois que l’on a choisi À. 


Seconde solution 


Cette démonstration fort sympathique, due à M°l Sarita Portecop, utilise 
deux plans au lieu d’un plan et une droite. On note que la droite À = (ABC) 
est nécessairement l'intersection des deux plans [4 p, et Il4 p, (où Il4,p, est 
le plan passant par À et contenant D:). On considère donc ces deux plans 
Il4,p, et Il4p,, qui sont distincts et passent par le même point À, et donc 
qui se coupent suivant une droite A. 


On montre que À coupe D: en B. En effet, À et D2 sont coplanaires (dans 
Il4,p,) donc parallèles ou sécantes. Mais elles ne sont pas parallèles, autre- 
ment : 

A//D2 


ANP=4{A} | La DNnP={W}, 


et puisque D> est faiblement parallèle à P, nécessairement D2 € P. C’est 
absurde puisque le plan P contiendrait alors à la fois D et Do. De la même 
manière, on prouve que À coupe D3 en C, ce qui nous permet de conclure. 
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2) On peut se placer dans un repère (O, rs 7. K) tel que Di = O + R£. 


Des équations des trois droites D; seront : 


D: : 4 5: Do: de 5: Da: d y+ ; 
z =0 z=k z =. 


On suppose que À coupe chacune des droites D;, et il s’agit de montrer que A 
est parallèle à un plan fixe. Dire que À coupe chacune des droites D; revient 
à dire qu’il existe À de coordonnées (#,0,0), qu’il existe trois réels @, B, 7 tels 
que À = A+Rw avec ü (a,B,7), et qu’il existe deux paramètres À et A2 
tels que les points À + Au et A+ Xw appartiennent respectivement à D 
et D3, c’est-à-dire vérifent : 


A9=k 


t+ a = al + a! ’ t+ }2a = b2B + b' 
€ 
7 = l. 


Ces équations doivent nous donner des conditions sur les coordonnées du vec- 
teur w (a,B,7). On obtient y = k/\1 =1/} puis : 


(X — XM)a= (bA2 — ak)B8+b — a’ 


l l bd — a/ 


Puisque À1 = k/7, cette équation devient : 


l l b'— a/ 


On a l/k—1 Z 0 puisque les droites D2 et D3 ne sont pas coplanaires, de sorte 
que l’on vient d’exhiber une relation de dépendance de la forme a = uB +v7 
entre &, B, y, où u et v sont des réels qui ne dépendent que des données du 
problème. Cela prouve bien que la droite vectorielle Rw reste dans un plan 
vectoriel quand À varie. On peut en effet écrire : 


d’où : 


a ub + vy u v 
a=|8|-| 8 |-8[1]+:{0 
7 7 0 1 


de sorte que # reste dans le plan vectoriel engendré par les deux vecteurs de 
coordonnées ! (u, 1,0) et { (v,0,1). 
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— 

Remarque — On POLE se demander quel est l’ensemble € décrit par 
les vecteurs directeurs w w des droites-solutions lorsque À varie sur Di. On a 
prouvé que e a TI où IT est le plan vectoriel d’équation : 


(e-(hpt, 


_— 
Réciproquement, les seuls vecteurs du plan IT qui permettent de remonter les 
calculs sont ceux qui vérifient 7 # 0 (car il faut que l’on ait A7 = k £ O). 


L'ensemble € est donc égal à IT auquel on à enlevé la droite d’équation : 


pe-(t-qute 


7 = 0. 
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Chapitre 4 


La pénurie des enseignants 
s’agrave 


Voici une brève que j’ai postée sur Fachook-MégaMaths le samedi 
19 janvier 2013 : 


La pénurie d’enseignants s'aggrave comme prévu après les réformes ubuesques 
qui ont fait exploser tant de repères. En Lettres Modernes, il n’y a eu que 1139 
candidats admissibles pour l'écrit du concours 2013 passé en novembre 2012 
alors que 1000 postes sont offerts à recrutement. Pour les lettres classiques, 
une matière que s’est faite désossée autant que les mathématiques dès le lycée, 
ben il y a très peu de monde : pour 200 postes offerts on compte seulement 
108 admissibles. 


Il faudra songer à aller chercher des enseignants de lettre classique à Singapour 
ou Dehli pour revigorifier nos troupes d’enseignants… 


En mathématiques ce sera très vraisemblablement pareil puisque seuls quelques 
téméraires et courageux étudiants se lancent dans l’aventure. Hourrah pour 
eux ! Ils sont courageux et on aura bien besoin d’eux. 


Il faut dire qu’avoir 30 élèves en seconde en maths n’est pas accrocheur!. Et 
obtenir régulièrement 18 élèves en « accompagnement soi-disant personna- 
lisé » en maths au lycée, c’est vouloir faire l'impossible : ces 18 élèves ne sont 
pas connus du professeurs, arrivent après avoir suivi des cours différents avec 
des professeurs différents, et devraient donc travailler en petits groupes de 3 


lOn m'a vite fait remarquer qu’il y avait plutôt 36 élèves par classe en seconde, et c’est 
vrai mais les statistiques officielles ne donnent pas de chiffres (si spécifiques : on reste dans le 
global) ni le taux de remplissage des classes de terminales scientifiques. Ou alors, c’est bien 
caché... 
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ou 4 pendant cette heure, sous la houlette et l’attention d’un seul professeur 
qui sauterait à droite et à gauche comme un cabri! Ah, ah, ah! On peut tou- 
jours rêver et demander l’impossible, mère nature est là pour nous rappeler 
(durement) à la réalité. C’est triste pour beaucoup d’enfants qui arrivent en 
accompagnement personnalisé très tristes, les bras ballants, ne sachant quoi 
faire, et pour ces professeurs qui tenteront de faire de leur mieux pour aider 
dans ces conditions « mortelles ». 


Quant aux dates de concours, ne cherchez plus à comprendre. Avant on passait 
tous ses concours en fin d'année, mais c'était trop clair et faisait ringard, alors 
maintenant on loge ceux-ci n’importe quand, ce qui permet de conserver un 
effet de surprise, d’avoir du happening entre deux sessions, et d’accentuer l’état 
de surchauffe des candidats et des formateurs. 


D'autres informations dans l’article de Médiapart mis en référence?. 


Et voici quelques réactions significatives : 


Teddy Marchand — Pour les mathématiques, il faut attendre théorique- 
ment le 25 mais les résultats seront publiés avant ! Mais il faut s’attendre à 
que ce soit dans le même style car sur l’académie d’Orléans-Tours (lieu où j’ai 
passé l'épreuve écrite) il y avait seulement la moitié des inscrits présent le jour 
de l’épreuve donc les 1200 postes ne seront pas tous pris! 


Clément Boulonne — On peut tabler sur 1500 élèves admissibles à l’oral 
du CAPES de mathématiques cette année... Et encore, je suis optimiste ! 


Teddy Marchand — Nous, en préparation concours master, on vient nous 
chercher sur place à l’université mais le problème est que l’on a le concours, 
le master, le C212E, le CLES a validé donc pas le temps pour faire des rem- 
placements ! Le problème est peut_ être à cause des nombreuses certifications 
demandées que le nombres de candidats diminuent. 


Jérôme Nicolas — Il nous reste à attendre le verdict des admissibles pour 
les Maths. Il faut quand même mentionner que la diminution des effectifs en 
sciences vient du fait qu’au lycée on fait de plus en plus du bricolage qui ne 
ressemble en rien à une initiation au Maths. 


Si j’enseignais régulièrement en Fac en L1 jusqu’en 2010 en plus de mon service 
dans le secondaire, je traine maintenant un peu des pieds pour le faire et 
privilégie au minimum les L2 et en m’étant en fait déporté sur les prépas. Les 


Zhttp ://blogs.mediapart.fr/blog/kelem/180113/la-penurie-denseignants-saggrave 
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mômes arrivant en Li Maths info n’ont aucune idée de ce qu’ils vont étudier. 
Ils sont habitués à fournir de l’a peu près, de mélanger un peu tout et on leur 
explique maintenant qu’il ne va peut-être plus falloir confondre une propriété 
et sa réciproque, ne pas utiliser la conclusion pour démontrer la propriété... 


Ca les ennuie au plus haut point car ils n’imaginaient pas que ça pouvait être 
ça les Maths (en très grande majorité) faute d’en avoir fait avant. Concernant 
d’autres filières comme les facs d’éco, c’est la même chose, il y a une habitude 
des élèves à appliquer bêtement une formule sans rien avoir compris. 


Combattre ce qui a été enseigné depuis des années est une mission impossible. 
Imaginez par exemple que je me suis fait sévèrement réprimandé parce que j’ai 
osé prononcer en quatrième le mot contraposée dans le chapitre sur Pythagore 
en exigeant en plus que les élèves ne confondent pas théorème, réciproque et 
contraposée. Que voulez-vous donc récupérer comme étudiants en L1 lorsqu'on 
a enlevé toute initiation à la rigueur et à la logique. 


MégaMaths — Je suis tout à fait d'accord avec Jérôme Nicolas : les maths 
de terminale S relèvent maintenant d’un bricolage intense où l’on fait semblant 
de croire que TOUT est simple, et où on admet tout (parfois sans même plus le 
signaler). C’est la mode des « maths à modeler », après la « main à la pâte » 
qui a bouleversé les enseignements de sciences physiques au lycée. Bref, les 
gosses motivés pour les sciences vont vite être dégoûtés et aller voir ailleurs. 
On ne les sélectionne plus, ils s’égailleront dans la nature. 


Vous aussi, devenez des amis de MégaMaths sur Facebook et 
réagissez aux billets qui y sont postés quand vous en avez envie ! La 
parole est à vous sur http ://www.facebook.com/avantimegamaths 


Le mot de la fin : 


Ce qui est rare est précieux. Il y a de moins en moins de 
professeurs de mathématiques, donc nous devenons de plus en plus 
précieux ! Et les étudiants qui se destinent au CAPES maths 
sont de plus en plus précieux : c’est sur leur travail et leur 
volonté que l’on aura encore quelques valeureux enseignants de 
mathématiques dans quelques années malgré les réformes et les 
attaques continuelles sur notre discipline. 
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